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Prólogo 


Este libro ofrece una exposición elemental de la Teoría de las 
Probabilidades y la Teoría de Funciones Aleatorias en el volumen 
necesario para asimilar los fundamentos de la moderna Teoría de 
Procesos de Mando, Radiotécnica Teórica y Técnica de Cálculo, 
El presente libro se basa en las conferencias repetidamente leídas por 
el autor durante los últimos diez años. 

El primer capítulo se dedica a la exposición de los conceptos 
fundamentales de la Teoría de las Probabilidades y la deducción de 
las fórmulas para calcular las probabilidades de acontecimientos 
compuestos según los datos para las probabilidades de acontecimien= 
tos más simples. 

En el segundo capítulo se trata de las magnitudes aleatorias 
escalares y sus características principales: funciones de distribución, 
densidades de probabilidad, momentos, en particular, esperanzas 
matemáticas y dispersiones, funciones características; se examinan 
diferentes tipos de leyes de distribución que se encuentran en los 
problemas prácticos; se analiza especialmente la ley normal de distri- 
bución. 

En el tercer capítulo se estudian las magnitudes aleatorias vecto- 
rialos y sus características principales. Se introducen las nociones 
acerca de las funciones condicionales de distribución y la densidad 
de probabilidad, acerca de la esperanza matemática y la matriz co- 
rrelativa de un vector aleatorio. Se dan las definiciones de las magni- 
tudos aleatorias dependientes e independientes, correlacionadas y no 
corrclacionadas. Se examinan las propiedades fundamentales de 
los momentos de primer y segundo orden. En particular, se deducen 
las fórmulas que determinan las esperanzas matemáticas, dispersio- 
nes y momentos de correlación de las funciones lineales de las magni- 
tudes aleatorias por los datos de las esperanzas matemáticas, disper- 
siones y momentos de correlación de las magnitudes-argumentos. 
Se examinan las leyes normales de distribución, bidimensional y 
polidimensional, y sus propiedados fundamentales. 
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En el cuarto capítulo se exponen los conceptos principales de 
la Teoría de Funciones Aleatorias. Se dan las definiciones de la fun- 
ción aleatoria y sus características fundamentales: las leyes de distri- 
bución de diferentes órdenes, de la esperanza matemática y la fun- 
ción correlativa. Se da la definición de la función de correlación 
mutua de dos funciones aleatorias. Se estudian las propiedades prin- 
cipales de las funciones correlativas y de correlación mutua. Se 
examinan las operaciones lineales fundamentales de la Algebra 
y del Análisis sobre las funciones aleatorias; adición, derivación 
e integración. Como un caso particular se analizan las secuencias 
aleatorias, sus esperanzas matemáticas y funciones correlativas. 
Se dan las definiciones de la cadena markoviana y el proceso aleato- 
rio markoviano, 

En el quinto capítulo se exponen los fundamontos de la Teoría 
de Funciones Aleatorias Estacionarias. Se presta especial atención 
a las representaciones espectrales de las magnitudes aleatorias 
ostacionarias, Se introducen las nociones de densidad espectral y den- 
sidad espectral recíproca. Se da la definición del ruido blanco y se 
ostudian sus propiedades fundamentales. Se examinan las propieda- 
des ergódicas de las funciones aleatorias estacionarias. Se exponen 
los elomentos de la Teoría de Secuencias Aleatorias Estacionarias. 

El sexto capítulo trata de los fundamentos de la Teoría de Repre- 
sontaciones Canónicas de Funciones Aleatorias. Se analizan las 
descomposiciones canónicas y las representaciones canónicas inte- 
grales. 

En el séptimo capítulo so dan las definiciones de la entropía de 
una magnitud aleatoria y la cantidad de información que se contiene 
en una magnitud aleatoria sobre otra magnitud aleatoria. Se exa- 
minän las propiedades principales de la entropía y la cantidad de 
información. Se demuestra la propiedad extremal de la distribución 
normal. 

En el último, octavo capítulo se exponen los procedimientos 
más simples para determinar las probabilidades de acontecimien- 
tos y las características probabilistas fundamentales de magnitudes 
aleatorias y funciones aleatorias según los datos experimentales. 
En particular se examinan las cuestiones acerca de la determinación 
de la estimación estadística de esperanzas matemáticas, funciones 
correlativas y densidades espectrales de las funciones aleatorias 
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estacionarias ergódicas. Se expone también el método de determina- 
ción de las esperanzas matemáticas y funciones correlativas, basado 
sobre la diferenciación de sus realizaciones obtenidas experimental- 
mente. 

El libro está destinado a los estudiantes de los centros de enseñan- 
za técnica superior, los postgraduados e ingenieros que deseen conocer: 
la Teoría de las Probabilidades en el volumen necesario para el 
estudio de los fundamentos de la Teoría de Procesos de Mando, los 
principios teóricos de la Radiotécnica, la Teoría de precisión de los 
dispositivos de medición y de cálculo, la Teoría de Información y la 
Teoría de Comunicación. 

Para alcanzar la finalidad prefijada, el autor trataba de incluir 
en el libro solamente lo requerido para comprender los fundamentos 
de las materias arriba mencionadas, evitando todo lo superfluo, es 
decir, lo que no halla uso directo en estas asignaturas. Esto explica 
también la ausencia en el libro de una parte tan amplia e importante 
de la Teoría de las Probabilidades como la ley de grandes números 
y los teoremas límite. Solamente sobre ejemplos elementales se demues- 
tran dos teoremas principales simples, referentes a la ley de grandes 
números y se revela el sentido de esta loy y su importancia para 
las aplicaciones prácticas de la Teoría de las Probabilidades. 

El libro conticne gran cantidad de ejemplos que ilustran el uso 
práctico de los métodos de la Teoría de las Probabilidades. Muchos 
de estos ejemplos se toman directamente de aquellos campos de la 
técnica para cuyo estudio el libro prepara al lector. Tales ejemplos 
dan al loctor los conocimientos necesarios para el estudio posterior 
de las aplicaciones Lécnicas especiales de los métodos estadísticos 
Los lectores que descen conocer la Teoría de las Probabilidades en 
menor volumen pueden omitir algunos capítulos y párrafos. 

Así, por ejomplo, los lectores que deseen estudiar sólo los concep- 
tos principales de la Teoría de las Probabilidades y de la Estadis- 
tica Matemática pnoden limitarse a leer los primeros tres capítu- 
los y los primeros dos párrafos del octavo capítulo. En este caso 
se pueden omitir los $$ 2.4, 3.5 y 3.44. 

Los que deseen estudiar solamente los conceptos fundamentales 
de la Teoría de las Probabilidades y tener una idea de las funciones 
aleatorias pueden añadir a los capítulos y párrafos citados los pri- 
meros cuatro párrafos del cuarto capítulo. 
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Los lectores que deseen estudiar los conceptos principales de la 
Teoría de las Probabilidades y de la Teoría de Funciones Aleatorias 
Estacionarias pueden limitarse a leer los primeros tres capítulos 
(con exclusión eventual de los $$ 2.4, 3.5 y 3.14), los primeros cuatro 
párrafos del cuarto capítulo, el capítulo quinto y los primeros tres 
párralos del octavo capítulo. 

Finalmente, los que deseen estudiar los métodos expueslos en 
este libro, salvo la Teoría de representaciones canónicas de las fun- 
ciones aleatorias, pueden omitir el sexto capítulo sin que se dificulte 
la comprensión de los dos últimos capítulos. Sin embargo, el autor 
no recomienda hacerlo, puesto que actualmente sólo el método de 
representaciones canónicas de las funciones aleatorias ofrece la 
posibilidad do enfocar desde un punto de vista único el estudio de 
la moderna Teoría Estadística de los sistemas automáticos óptimos. 

El libro puede servir de base para un curso semestral de la Teoría 
de las Probabilidades, que comprende 60—70 horas de conferencias, 
en los centros de enseñanza técnica superior de especialidades co- 
rrespondientes. 

Al autor le gustaría expresar un profundo reconocimiento a 
I. N. Sinizin por su ayuda y cortesía inapreciables en la preparación 
de esto libro. El autor agradece también a E. S. Ventzel, L. A. Ov- 
«charov y E. S. Kochetkov que han lcído atentamente el original 
y con sus observaciones críticas y discusiones han contribuido 
a mejorarlo esencialmente. 


V. $. Pugachev 


CAPITULO 4 


Probabilidad de un acontecimiento 


$ 1.1. Objeto de la Teoría de las Probabilidades. 
Significado de los métodos estadísticos 


Cada fenómeno del mundo que nos rodea se halla enlazado, más 
o meuos estrechamente, con un conjunto infinito de otros hechos, 
Toda ciencia estudia solamente cierto número finito de vínculos, 
De tal modo se establecen las regularidades fundamontales de los fenó- 
menos estudiados que reflejan las conexiones internas principales 
inherentes a estos últimos. En principio, es imposible llegar a cono- 
cer toda la diversidad infinita de relaciones existentes en cualquier 
fenómeno dado. 

En cada ctapa del conocimiento humano siempre queda sin estu- 
diar una multitud infinita de vínculos propios a un cierto fenómeno. 
En consecuencia, cada regularidad puede reflejar solamente uu 
número finito de relaciones fundamentales, debido a lo cual las 
leyes se cumplen sin precisión, con ciertas desviaciones. Las desvi- 
aciones de lo regular originadas por una infinidad de vínculos 
no provistos on el fenómeno dado, se Jlaman Jenómenos aleatorios. 
De este modo, la casualidad existe objetivamente en el mundo 
que nos rodea, porquo en principio no es posible revelar todos los 
nexos accidentales entre el fenómeno estudiado y la multiplicidad 
infinita de otros sucesos. 

A medida que va desarrollándose la ciencia, llegan a ser cono- 
cidas nuevas leyes, o sea, las conexiones que tiene el fenómeno 
estudiado con distintos factores. Por eso, las fronteras entre lo regu- 
lar y lo casual no permanecen inalterables sino que cambian a medida 
quo crece el conocimiento humano. Lo que en un período del desa- 
rrollo de la ciencia es accidental puede hacerse regular en otro poríodo. 
Y al contrario, en los fenómenos considerados como estrictamente 
regulares en una etapa del desarrollo de la ciencia, a consecuencia de 
los perfeccionamientos en la técnica del experimento y las exigen- 
cias más rigurosas en lo que se refiere a la precisión durante el exa- 
men de las dependencias, se descubren desviaciones accidontales de 
las leyes y surge la necesidad de tenerlas en cuenta. 

Si el fenómeno dado se observa una sola vez, no se puede prede- 
cir de antemano cuál será justamente la desviación accidental de 
lo regular. Así, por ejemplo, al efectuar cualquier medición, es impo- 
sible prever cuál será el error de la misma. Sin embargo, si el número 
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de observaciones del fenómeno dado se hace grande, en las mismas 
desviaciones accidentales se descubren ciertas regularidades que 
pueden ser estudiadas y utilizadas para determinar la influencia 
de las desviaciones mencionadas sobre el curso de los fenómenos 
por estudiar. Así pues, aparece la posibilidad de investigar fenóme- 
nos aleatorios frecuentes, es decir, tales fenómenos aleatorios que 
prácticamente pueden ser observados un número ilimitado de veces en 
las mismas condiciones. La Teoría de las Probabilidades es precisa- 
mente la ciencia que estudia las regularidades en los fenómenos 
aleatorios frecuentes. 

La historia del desarrollo de la ciencia pone en relieve que muchas 
ramas de la ciencia en cierta etapa de su desarrollo se ven obligadas 
a tener en consideración las desviaciones aleatorias con respecto 
a lo regular e investigar la influencia de las mismas sobre el curso 
de los procesos que se estudian. 

En la etapa inicial, cada ciencia aplicada estudia solamente 
las rogularidades fundamentales de los fenómenos examinados. 
Con ello, a causa de la imperfección y baja precisión do los 
instrumentos de medida, como por reducidas exigencias a la 
precisión de Jas dependencias obtenidas, no se revelan fonómenos 
aleatorios ni aparece la necesidad de tenerlos en cuenta. Pero, 
a medida que se desarrolla cualquier rama de la ciencia siempre 
surgo, en cierta etapa, la necesidad de tener en consideración las 
desviaciones accidentales y su influencia sobre el curso de los 
fenómenos por estudiar. A causa de eso, toda rama aplicada de la 
ciencia tiene que acudir a la Teoría de las Probabilidades y cada 
día se amplían más los campos de aplicación de los métodos pro- 
babilísticos o como se les suele llamar estadísticos. Así, por ejemplo, 
antes en la Hidrodinámica y la Aerodinámica se estudiaban sola- 
mento las regularidades fundamentales, mas en la tercera década 
de nuestro siglo, al descubrir que los fenómenos de turbulencia 
podían ser ostudiados con éxito valiéndose de los métodos estadísti- 
cos, apareció la teoría estadística de turbulencia. 

Antes, la teoría de regulación automática y radiotécnica estu- 
diaban solamente las regularidades principales que se empleaban 
en la práctica de proyección de las unidades industriales corres- 
pondientes. Sin embargo, durante los últimos dos decenios los 
métodos estadísticos se usan ampliamente en la teoría de regula- 
ción automática y en la radiotécnica. Se puede decir que toda la 
teoría moderna de recepción de las señales de radio es una teoría 
estadística; en el campo de la automatización los métodos estadís- 
ticos han llegado a ser uno de los principales instrumentos de 
investigación sin los cuales muchos problemas de la teoría moderna 
de regulación automática y de la teoría de dirección (Cibernética), 
no pueden ser resueltos. 
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$ 1.2. Fundamentos experimentales de la Teoría 
de las Probabilidades 


Cada ciencia se basa sobre algunos hechos experimentales que 
sirven para formar los conceptos fundamentales de la misma. Estos 
hechos y conceptos se utilizan para desarrollar la teoría científica 
y para obtener determinadas conclusiones prácticas. Y por fin, las 
conclusiones de la ciencia se comprueban por la práctica, La coinci- 
dencia de las conclusiones científicas con los resultados prácticos es 
el criterio de validez de una teoría científica, 

Examinemos cómo se pueden estudiar experimentalmente los 
fenómenos aleatorios y caracterizar los resultados de este estudio. 
Para ello daremos la definición de algunas nociones iniciales. 

Se llama experimento (prueba) a cada realización de condiciones 
y acciones determinadas en las cuales se observa el fenómeno alea- 
torio quo se estudia. Pueden servir de ejemplos, la medición de 
cierta magnitud o el tiro contra un objetivo determinado, el regis- 
tro de la señal de salida de un sistema automático durante cierto 
lapso de tiempo, la elección al azar de algún objeto que se halla en 
un conjunto de objetos semejantes. 

El resultado del experimento puede ser caracterizado cualitativa 
y cuantitativamente. Cualquier característica cualitativa del resul- 
tado del experimento se llama acontecimiento (suceso). Por ejemplo, 
el hecho de que al medir cierta magnitud el resultado de la medición 
sea igual al número dado o menor que éste, es un acontecimiento. 
También son acontecimientos, el impacto o el fallo al producir un 
disparo. 

El acontecimiento se denomina cierto, si éste so produce obliga- 
toriamente como resultado del experimento en cuestión. Se llama 
imposible al acontecimiento que no puede suceder como resultado 
del experimento dado. Se denomina aleatorio al acontecimiento que, 
como resultado del experimento dado, puede ocurrir o no. 

Cualquier característica cuantitativa del experimento se llama 
magnitud aleatoria. De ejemplos pueden servir el resultado de la 
medición de cierta magnitud y las coordenadas de los puntos de 
impacto al producir un disparo. También son magnitudes aleatorias 
las ordenadas de la curva que se obtiene al registrar una variable 
por ejemplo, la señal de salida de un sistema automático. 

Examinemos la sucesión de n experimentos iguales. Supongamos 
que, como resultado de cada experimento, se registra la llegada o no 
Vegada de un acontecimiento 4. En esta sucesión, una caracterís- 
tica natural del acontecimiento A es la frecuencia de su producción, 
es decir, la relación entre el número de veces que este acontecimiento 
se produce y el número de todos los experimentos realizados. Desi 
gnando la frecuencia del acontecimiento A por P * (A), se puede 
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escribir 


P=(4)=2 (1.2.4) 


donde m es el número de veces que se produce el acontecimiento 4 
al realizar n experimentos. 

Estudiemos las propiedades fundamentales de las frecuencias 
de los acontecimientos. Ante todo, está claro que la frecuencia de 
cualquier acontecimiento reprosenta una fracción propia o es ignal 
a cero o a la unidad: 


0<P*(4)<1 (1.2.2) 


Llamaremos incompatibles, en el experimento dado, a dos acon- 
tecimiento A y B, si en este experimento la producción de uno de 
ellos excluye la aparición del otro. Do ejemplo puede servir el impacto 
o el fallo al producirse un solo tiro. Es necesario señalar que la noción 
de compatibilidad o incompatibilidad de acontecimientos siempre 
está relacionada con qué experimento precisamente se tiene en cuenta. 
Los mismos acontecimientos A y B pueden resultar incompatibles 
en un experimento y compatibles en otro. Así, por ejemplo, el impac- 
to y el fallo son acontecimientos incompatibles, si el experimento 
consiste en producir un solo tiro y son compatibles si la prueba prevé 
varios Liros. 

Ahora bien, supongamos que los acontecimientos A y B son 
incompatibles en el experimento dado y que éste se repite n vecos. 
Supongamos que para nosotros no tiene ninguna importancia, cuál 
será ol acontecimiento que llegará: A ó B. Con otras palabras, nos 
interesa un acontecimiento compuesto que consiste en que ocurra 
el acontecimiento A o el acontecimiento B, indiferentemente de 
cuál do ellos precisamente. Supongamos que en calidad de experi- 
mento compramos un billete de lotería con el fin de ganar un coche 
o una moto. Sea el acontecimiento A la ganancia de un coche y el acon- 
tecimiento B, la ganancia de una moto. En este caso nos interesa un 
acontecimiento compuesto que consiste en que ganaremos un medio 
de transporte, indiferentemente de cuál de ellos: wr coche o una moto. 
Es evidente que, en este caso, los acontecimientos A y B son incom- 
patibles, porque un billete puede ganar un solo pre: 

Supongamos que como resultado de z experimentos se produjo 
m veces el acontecimiento A y Z veces el acontecimiento B. Por con- 
siguiente, el acontecimiento compuesto «A ó B» se produjo m + 1 
veces y su frecuencia es igual a 


P*(40B)= 2H, (1. 


) 


Mas en el caso en cuestión, las frecuencias de los acontecimientos 
A y B equivalen respectivamente a m/n y l/n. Por lo tanto, la igual- 
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dad (1.2.3) se puede escribir así: 
P* (A o B) = P* (A) + P* (B). (4.2.4) 


Esta fórmula expresa el teorema de adición de frecuencias que dii 
la frecuencia del surgimiento de uno de dos acontecimientos incompa- 
tibles, no importa precisamente de cuál se trata, es igual a la suma 
de las frecuencias de estos acontecimientos. 

Un acontecimiento compuesto que representa la producción por lo 
menos de uno de varios acontecimientos Á,, Az, . . ., An, Se Mama suma 


Fig. 4. 


o unión de estos acontecimientos. En las figs. 1.2.1 y 4.2.2 se nuestra 
la suma de dos acontecimientos como el campo contorneado por 
una línea gruesa. La fig. 1.2.1 corresponde al caso cuando los aconte- 
cimientos A y B son compatibles y la fig. 1.2.2, al caso cuando A 
y B son incompatibles. 

Según la definición de la suma de acontecimientos, el aconteci- 
miento «A o B» se puede escricir también en la forma A + B y la 
igualdad (1.2.4) que oxpresa el teorema de adición de frecuencias, 
se puede escribir así: 


P* (A+ B) = P* (A) + P* (B). (1.2.5) 


producirse juntos. Si los acontecimientos Ay, . . ., An son incompa- 
tibles, entonces: 


pe È A)= (1.2.6) 


Es fácil demostrar esta fórmula directamente, igual que para 
el caso de dos acontecimientos incompatibles, o bien aplicando el 
método de inducción matemática. 

La fórmula (1.2.6) expresa el teorema general de adición de 
frecuencias: la frecuencia de producción de uno de los acontecimien- 
tos incompatibles, no importa precisamente de cuál se trata, es 
igual a la suma de las frecnencias de estos sucesos. 
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En algunos casos, surge la necesidad de examinar varios acou- 
tecimientos en correlación, por ejemplo, cuando hay que determinar, 
cómo influye la aparición o no aparición de un acontecimiento sobre 
la frecuencia del su iento de otro. En este caso, además de la 
frecuencia del acontecimiento A, para toda la serie de experimentos 
realizados, se calcula también la frecuencia del acontecimiento A 
teniendo en cuenta sólo aquellas pruebas que han llevado a la pro- 
ducción de otro acontecimiento B que nos interesa. Con otras pala- 
bras, antes de determinar la frecuencia del acontecimionto A se 
seleccionan sólo aquellos experimentos en los que ha sucedido ol 
acontecimiento B sin tomar en consideración los demás. La frecuen- 
cia del acontecimiento A calculada sólo para aquellas pruebas en las 
que se ha producido el acontecimiento B se llama frecuencia condicio- 
nal del acontecimiento A con respecto al acontecimiento B y se 
designa por P* (A |B). Si al efectuar n experimentos el aconteci- 
miento Z ha sucedido 1 veces y el acontecimiento A ha sucedido junto 
con el acontecimiento B k veces, entonces la frecuencia condicional 
del acontecimiento A con respecto a B es igual a 


P*(A|B)=*. (1.2.7) 


Puesto que las fracciones l/n y k/n representan respectivamente la 
frecuencia del acontecimiento B y la de la producción conjunta de 
los acontecimientos A y B, la fórmula (1.2.7) puede ser escrita así: 


p» u= >. (1.2.8) 


De modo análogo se determina la frecuencia condicional del 
acontecimiento B con respecto a A, como la frecuencia del aconte- 
cimiento B calculada teniendo en cuenta sólo aquellas pruebas en 
las quo se ha producido el acontocimiento A: 


p(B14)= 24D, (1.2.9) 


Las fórmulas (1.2.8) y (1.2.9), que se pueden escribir en la forma 
P* (A y B) = P* (A) P* (B | A) = 
= P* (B) P* (A | B), (1.2 40) 


expresan el teorema de multiplicación de frecuencias que dice: la 
frecuencia de la producción conjunta de dos acontecimientos es 
igual a la frecuencia de uno de ellos multiplicada por la frecuencia 
condicional del otro con respecto al primero. 

El acontecimiento que representa la llegada a la vez de varios 
acontecimientos suele llamarse producto o intersección de estos últi- 
mos. En la fig. 1.2.3 el producto de los acontecimientos A y B 
se muestra como la parte común (sombreada) de los campos corres- 
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pondientes. Valiéndose de la definición del producto de aconteci- 
mientos, el acontecimiento «A y B» se puede presentar como el 
producto AB. Entonces el teorema de multiplicación de frecuencias, 
expresada por la fórmula (1.2.10), se escribirá en la forma 
P* (AB) = P” (A) P* (B | A) = P* (B) P* ÇA |B). 
(4.2.11) 

Comparando la frecuencia condicional del acontecimiento À res- 
pecto al B con la del acontecimiento A tomada en toda la serie de 
experimentos ofectuados (llamada corrientemente 
incondicional), se puede estimar la correlación 
de los acontecimientos A y B. Si al realizar un 
gran número de pruebas la frecuencia condicional 
del acontecimiento A respecto al B es aproxima- 
damente igual a la incondicional del aconteci- 
miento A, esto quiere decir que el número total 
de veces que sucede el acontecimiento A se divide i 
más o menos proporcionalmente entre aquellos Fig, 1.2.3 
experimentos en los que el acontecimiento B se 
ha producido y aquellos en los que éste no se ha producido. Esto 
puede servir como indicio de que el acontecimiento A no depende 
del B. Si la frecuencia condicional del acontecimiento A respecto al 
B se diferencia considerablemente do la frecuencia incondicional 
del acontecimiento A, esto puede servir de indicio de que hay 
cierta relación entre los acontecimientos A y B. 

Aplicando el método de inducción matemática, se puede exten- 
dor el teorema de multiplicación de frecuencias para un número 
arbitrario de acontecimientos. Como resultado sc obtiene que 
P*(AzAn... An) 


= P* (Aj) Pr (A: 141)... P* (An | Arda -< . An-3) (1.2.12) 
con ello, el orden de numeración de los acontecimientos no tiene 
importancia y puede ser establecido arbitrariamente. 

Ahora bien, pasemos al problema del estudio experimental de 
magnitudes aleatorias. De acuerdo con la definición general dada, 
se Mama aleatoria toda maguitud que, como resultado de un experi- 
mento, no toma más que un valor cualquiera, y como resultado de 
varios experimentos, puede tomar valores diferentes. Cada valor 
que puede ser tomado por la magnitud aleatoria, como consecuencia 
del experimento, se llama su valor posible. Designaremos a las magni- 
tudes aleatorias con letras mayúsculas, principalmente con las últi- 
mas letras del alfabeto latino, y a sus valores posibles, con las minús- 
culas correspondientes. Por ejemplo, a las magnitudes aleatorias las 
designaremos con las letras X, Y, Z y sus valores posibles, con las 
letras x, y, z respectivamente. Con toda magnitud aleatoria X se 
20938 
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puede enlazar el acontecimiento A que representa el cumplimiento 
de la desigualdad X < z, donde z es el número dado. Entonces, se 
puede determinar la frecuencia del acontecimiento A para diferentes 
Valores de z. Como resultado obtendremos la función * 


P* (z) = P* (X < £), (1.2.13) 
llamada ordinariamente función estadística de distribución de la 


magnitud aleatoria X. Para estudiar las propiedades de la función 
estadística de distribución, supongamos que, como resultado de 
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n experimentos, la magnitud aleatoria X ha tomado ciertos valores 
que numeraremos en el orden de no decrc*imiento: Z gp - +. ta 
(fig. 1.2.4). Es evidente que para todo valor de z en el intorvalo 
de z < z < Tryp el número de experimentos en los que ha sido 
cumplida la desigualdad X < z es igual a k. Por consiguiente, 


Pg= Ë si crsa, ni) (1.2.44) 


Para todo valor de z < z,, el número de experimentos en los que ha 
sido cumplida la desigualdad X < z es igual a cero y para cualquier 
valor de z > zn. el número de experimentos en los que ha sido cum- 
plida la desigualdad X < z es igual a n. Por lo tanto, la función 
estadística de distribución de la magnitud aleatoria X representa 
una función escalonada, igual a cero en todos los puntos del eje numé- 
rico que se hallan a la izquierda de todos los puntos Zy, ..-, Za 
correspondientes a los valores que ha tomado la magnitud aleatoria 
X como resultado de los experimentos efectuados; e igual a la unidad 
en todos los puntos del eje numérico que se encuentran a la derecha 
de todos los puntos Zs, . . -, Zn (fig. 1.2.4). Si el punto z pasa a 
través de un punto cualquiera Z4, . - -, Zn que no coincide con nin- 
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gún otro de estos puntos, la función estadística de distribución se 
incrementa de un salto en 1/n. Si 1 puntos cualesquiera de los Zy, . .. 

+.» Z„ coinciden, entonces, al pasar el punto z a través de. este 
punto «múltiplo de l», la función estadística de distribución se 
incrementa de un salto en ln. 

La función estadística de distribución es una característica 
completa de los resultados de la observación de una magnitud alea- 
toria en la serie dada de experimentos. Sin embargo, a veces.es con 
veniente limitarse a una característica más simple, aunque no sea 
completa, de la magnitud aleatoria, valiéndose de varios números. 
En la serie dada de experimentos, la característica numérica más 
simple de la magnitud aleatoria X es su valor medio aritmético 


mi=L Jr. (1.2.15) 
a 
En caso de que 1 valores cualesquiera, de xj, . .., Za, tomados 


por la magnitud aleatoria X como resultado de n experimentos, 
coincidan, el coeficiente de este valor general de z, en la fórmula 
(1.2.15) es igual a la frecuencia de aparición de este valor l/n. Así, 
por ejemplo, si z, =... = 2y = äp Zi ==... =Zp+ = 
A A E A A 
fórmula (1.2.15) toma la forma 


mi=Y La, (1.2.16) 


Por lo tanto, el valor medio de una magnitud aleatoria, en la serio 
dada de experimentos, es igual a la suma de todos los valores toma- 
dos por esta magnitud, multiplicados por las frecuencias de dichos 
valores. Con otras palabras, el valor medio de una magnitud aleato- 
ria no es más que su valor medio pesado, con la particularidad de que 
los pesos de los valores tomados por la magnitud aleatoria son iguales 
a las frecuencias correspondientes. 

Es fácil comprender que el valor medio de una magnitud aleato- 
ria se puede interpretar como el centro de gravedad de sus valores 
obtenidos como resultado de los experimentos (si, claro está, se consi- 
dera que los valores tienen igual peso). 

Para caracterizar la dispersión de los valores de la magnitud 
aleatoria X on la serio dada de experimentos, se puede utilizar el 
valor medio de alguna medida positiva de desviación de la magni- 
tud aleatoria con respecto a su valor medio. En calidad de medida 
positiva de desviación de una magnitud aleatoria con respecto a su 
valor medio, lo más cómodo es hacer uso del cuadrado de la diferen- 
cia entre el valor de la magnitud aleatoria y su valor medio. Enton- 
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ces, como característica de la dispersión de los valores de la magni- 
tud aleatoria X en la serie dada de experimentos, se obtendrá la mag- 
nitud 


D= Y (ap, (12.47) 
i 


generalmente llamada dispersión estadística de la magnitud aleato- 
ria X. 

Es evidente que la dispersión estadística tiene la misma dimen- 
sión que el cuadrado de la magnitud aleatoria dada. Sin embargo, 
en la práctica, para caracterizar la dispersión, es más conveniente 
valerse de una magnitud que tenga la misma dimonsión que la mag- 
nitud aleatoria en cuestión, Para obtener tal característica, es sufi- 
ciente extraer la raíz cuadrada de la dispersión estadística. Por 
consiguiente, como medida práctica de la dispersión de los valores 
de la maguitud aleatoria X, en la serie dada de experimentos, puede 
servir su desviación estadística cuadrática media que no os más que la 
raíz cuadrada positiva de su dispersión estadística: 


a=VDi= y + Semy (1.2.48) 


Si algunos valores de z; tomados por la magnitud aleatoria X 
coinciden, entonces coinciden también los sumandos correspondientes 
en las fórmulas (1.2.17) y (1.2.18) y se les puede unir. De este modo, 
la dispersión esdadística se expresará mediante los valores de dy, . . - 

- «y ap tomados por la magnitud aleatoria, y las frecuencias de los 
mismos, por la fórmula. 


x 
D= Y Earm (1.2.19) 


pl 


Puesto que la magnitud 1/n representa el incremento de la fun- 
ción estadística de distribución de la magnitud aleatoria en cada uno 
de los puntos zy, . - ., Zn, las fórmulas (1.2.15) y (1.2.17) se puede 


escribir en la forma 
a 


mi= E ziAF* (21), (4.2.20) 
Di= J) (mir AP" (21). (1.2.24) 
A 
Ejémplo 1.2.1. Hallar la función estadística de distribuci el valor 


miodio, la dispersión estadística y la desviación estadística cuadrática media 
de la magnitud aleatoria X según los resultados de los 20 experimentos pro- 
sentados en la tabla. 
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t | 1 2 | 3 | 4 | 5 6 | 7 8 | 9 | 10, 

n 4,4 | 8,1 | 5,1 | 4,9 | 5,9 | 4,4 | 5,6 | 6,7 | 4,3 | 5,0 
na 

t ujj js | 15 | 16 | 37 |48 E 20 


m | 7,7 | 4,0 | 4,2 | 5,8 Pao | 6,5 | 3.2 | 4,8 | 5,2 t ¿| 


En el caso dado, la función estadística de distribución se muestra on 18 
fig. 1.2.5. Sustituyendo los valores de z; por los de la tabla en las fórmulas 


(4.2.45) y (1.2.17), hallamos el valor modio y la dispersión estadística de la 
magnitud aleatoria: 


m= 7 = 40, EIA 
La desviación ostadística cuadrática media de la magnitud aleatoria, 
en el caso dado es igual a 


> 8=1,4. 

Como ha sido señalado anteriormente, debido a los errores de 
medida, el resultado de la medición de cualquier valor siempre es 
una magnitud aleatoria: Repitiendo varias veces la medición obten- 
dremos resultados diferentes. Basándose en lo expuesto, si falta un 
error sistemático, la media arilmótica de todos los resultados do medi- 
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puedo servir de medida del valor real de la magnitud que se 
mide, y la desviación estadística cuadrática media, así como la dis- 
persión estadística, puede servir como característica de la precisión 
do medición. Cuanto menor sea la desviación estadística cuadrática 
media, tanto más estrechamente se agruparán los resultados de las 
mediciones en torno a su valor medio aritmético, y tanto más pre- 
cisa será la medición. Así pues, las características numéricas exami- 
nadas de una magnitud aleatoria tienen un sentido práctico bien 
determinado. 

Al estudiar los fenómenos aleatorios, hay que caracterizar con 
frecuencia el resultado del experimento no de una sola magnitud 
aleatoria sino de varias o incluso de una infinidad de las mismas. 
Por ejemplo, el movimiento del aire en un punto va caracterizado, 
en un momento determinado de tiempo, por tres componentes del 
vector de la velocidad del viento, Al registrar la señal de salida de 
un sistema automático o la señal de entrada en un receptor de radio, 
se caracteriza el resultado de esta prueba por el conjunto de ordena- 
das de la curva obtenida, que son precisamente magnitudos aleato- 
rias, En tales casos, además de las características examinadas, que se 
pueden calcular por separado para cada una de las magnitudes alea- 
torias que nos interesan, hay que introducir cierta magnitud que 
caracterice el grado de dependencia entre las magnitudes aleatorias. 
En calidad de tal característica del grado de dependencia entre las 
magnitudes aleatorias X o Y, en la serie dada de n experimentos, 
se puede tomar el momento correlativo estadístico de las mismas 


kiyat Y (z: — m9) (—n5). (4.2.22) 


En esta fórmula z,, y, son los valores que han tomado las magni- 
tudes aleatorias X, Y como resultado del i-ésimo experimento (i = 


=4,...., n) y mí, m3 son los valores medios aritméticos de las 
magnitudes X, Y: 
n a 
m=4 Dan m=i Jy (1.2.23) 
a a 


Para comprender que el momento correlativo estadístico puedo, 
en un grado determinado, caracterizar la dependencia entre las 
magnitudes aleatorias X, Y, basta reparar en que si no existe nin- 
guna relación entre X y Y, en cada banda estrecha de la anchura de 
Az, paralela al eje y (fig. 1.2.6), el centro de gravedad de los puntos 
dispuestos en esta banda se encuentra aproximadamente en la recta 
y =m5, dondequiera que se halla elegida dicha banda, si el número 
de experimentos n es lo suficiente grande. Dividiendo toda la parte 
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del plano zy que contiene los puntos experimentales (z, yı), . -- 
<> (En, Yn), en bandas estrechas, se puede dividir también la suma 
quo figura en la fórmula (1.2.22) en sumas parciales correspondientes 
a diferentes bandas. Para todos los puntos que se hallan en los lími- 
tes de una banda, la magnitud z; — m2 tendrá aproximadamente un 
mismo valor que puede ser sacado fuera del signo de la suma. En 
el caso de las magnitudes independientes X, Y, la suma restante 
será, según lo expuesto, próxima a cero, si el número de experimen- 
tos n es lo sufuciente grande. De este modo, en caso de que las magni- 
tudes X, Y sean independientes, el momento correlativo estadístico 
debe ser próximo a cero, si el número de experimentos es lo suficiente 


Fig. 4. Fig. 1.2.7. 


grande. Distinto de cero, el momento correlativo estadístico indica 
que entre las magnitudes aleatorias X, Y existe cierta relación. En 
la fig. 1.2.6. so muestra la distribución de los puntos experimenta- 
les en el plano zy cuando entre las magnitudes aleatorias X, Y no 
existe una relación evidente. En la fig. 1.2.7 se da la distribución 
de los puntos experimentales en el caso en que la relación 
entre las magnitudes aleatorias X, Y es muy. visible. 

Es necesario señalar que tratándose de la dependencia o indepen- 
dencia entre las magnitudes aleatorias, se puede por ahora dár a estas 
nociones sólo un sentido intuitivo basado sobre nuestras ideas gene- 
rales acerca de la posibilidad de representar las dependencias entre 
las magnitudes en forma de gráficos. Así, por ejemplo, la distribu- 
ción de los puntos experimentales expuesta en la fig. 1.2.7 da motivo 
para trazar una recta cuya ecuación puede, con cierto grado de pre- 
cisión, caracterizar la dependencia entre las magnitudes aleatorias 
X, Y. Por el contrario, la distribución de los puntos experimentales 
expuesta en la fig. 1.2.6 no da lugar a la representación aproximada 
de la dependencia entre Jas coordenadas en forma de una Curva. 


Ejemplo 1.2.2. Hallar lus dispersiones estadísticas y el 
Jativo estadístico de las magnitudes aleatorios X, Y según 

observación en 20 experimentos representados en la fig, 1.2.8. 
de los puntos experimentales están asignadas en la tabla. 


omento corre- 
sultados de su 
s coordenadas 
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Al principio, hallemos los valores medias de las magnitudes alvatoríns 
X, Y sirviéndonos de las fórmulas (1.2.23); 


moimoi m= wo. 
E: a 


Sustitu 
torias X, Y, 


do estos valores y los valores tomados por las magnitudes alea- 
omo resultado de los experimentos examinados, on las fórmulas 


Fig. 1.2.8. 


(1.247) y (1.2.22), hallamos las dispersiones estadísticas de las magnitudes 
aleatorias mencionadas: 


y su momento correlativo estadístico: 
2,1 
20 


De ese modo, en el caso dado hay razón para considerar a las magnitudes 
aleatorias X, Y como enlazadas por cierta depend 


Ey 235 =1,1. 
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Si se aumenta ilimitadamente el-uúmero de experimentos y des- 
pués de cada experimento se determina la frecuencia de acontecimien- 
tos y las características de las magnitudes aleatorias, teniendo en 
cuenta todos los experimentos ya realizados, se puede advertir que 
a medida que aumenta el número de experimentos, las frecuencias 
de los acontecimientos y las características de las magnitudes alea- 
torias tienden a estabilizarse cerca de ciertos valores. A título de 
ejemplo, en la fig. 1.2.9 se muestra el gráfico de la frecuencia con. 
que sale el escudo en función del número de lanzamientos de la moneda 
n*). Para mayor comodidad, en el eje de abscisas, está trazado el 
logaritmo del número de lanzamientos. Como vemos, a medida que 
aumenta el número de experimentos, la amplitud de las oscilaciones 
de la frecuencia disminuye y la frecuencia con que sale el escudo 
llega a ser próxima a la mitad. Puesto que la función estadística 
de distribución de una magnitud aleatoria no es más que un conjunto 
de frecuencias correspondientes a diferentes valores de x, y en las 
fórmulas (1.2.16) y (1.2.19) también entran las frecuencias de los 
correspondientes valores posibles de dicha magnitud, está claro 
que también la función estadística mencionada, su valor medio 
aritmético y la dispersión estadística, así como el momento correla- 
tivo estadístico de dos magnitudes aleatorias deben tender a estabi- 
lízarse al aumentar ilimitadamente el número de experimentos. Por 
supuesto, este razonamiento no puede de ningún modo considerarse 
como demostración de la estabilidad de las características de las 
magnitudes aleatorias al aumentar el número de experimentos, sino 
que solamente ayuda a comprender la esencia de este fenómeno que 
se observa en la práctica. 

La estabilidad de las frecuencias de los acontecimientos y de las 
caractorísticas de las magnitudes aleatorias cuando el número de 
experimentos es grande, representa la regularidad principal de fenó- 
menos aleatorios frecuentes, es decir, tales fenómenos que se pueden 
observar un número indefinido de veces. Esto sirve de base para 
introducir las correspondientes características teóricas abstractas 
de los acontecimientos y de las magnitudes aleatorias, que no depen- 
den del experimento, cuyo conocimiento permitiría estimar la con- 
ducta de los acontecimientos y de las magnitudes aleatorias, cuando 
el número de experimentos fuera grande, sin realizar estos últimos, 
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La probabilidad es la característica teórica fundamental de un 
acontecimiento aleatorio. Se llama probabilidad de un acontecimien- 
to al número que caracteriza la frecuencia de este acontecimiento 


%) H. Cramer. Mathomatical Methods of Stati 
1946 (Versión rusa: H. Cramer. Métodos matem: 
de Literatura Extranjera, 1948). 
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al ser grande la cantidad de experimentos, es decir, tal número cerca 
del cual tiende a estabilizarse la frecuencia del acontecimiento si 
la cantidad de pruebas aumenta indefinidamente. De este modo, la 
probabilidad de un acontecimiento representa su frecuencia «teórica». 
Conociendo la probabilidad de un acontecimiento, se puede, sin 
realizar ningunas pruebas, predecir cuál será la frecuencia con que 
aparecerá el acontecimiento al ser grando el número de experimen- 
tos. Se puede también decir que la probabilidad de un acontecimiento 
«es la medida de la posibilidad de suceder un acontecimiento efectuan- 
do una sola prueba. Si la posibilidad de un acontecimiento es muy 
pequeña, éste aparecerá muy raramente al realizar un gran número 
de experimentos. En este caso, al propararnos para efectuar una 
sola prueba, prácticamente podemos estar seguros de que el aconte- 
cimiento no sucederá. Por el contrario, si la probabilidad de un acon- 
tecimiento difiere muy poco de la unidad, al prepararnos para rea- 
lizar un solo experimento, prácticamente podemos estar seguros de que 
el acontecimiento sucederá. Hablamos aquí de seguridad práctica 
y no de seguridad absoluta porque, al prepararnos para realizar 
una sola prueba, no podemos prever con absoluta precisión cuál 
será su resultado. Este experimento puede pertenecer a alguna do 
aquellas raras pruebas en las que un acontecimiento de poca probabi- 
lidad sucede, mientras que un acontecimiento de probabilidad pró- 
xima a la unidad no sucede. 

La frecuencia de un acontecimiento imposible siempre es igual 
a coro y la de un acontecimiento cierto siempre es igual a la unidad, 
Por eso, según la definición dada de probabilidad, la probabilidad 
igual a cero debe ser atribuida a la probabilidad de un acontecimiento 
imposible y la probabilidad igual a la unidad, a un acontecimiento 
cierto. Sin embargo, a continuación veremos que existen también 
acontecimientos aleatorios que tienen la posibilidad igual a cero 
o a la unidad. De este modo, si la probabilidad de un acontecimiento 
es igual a cero (a la unidad), esto no significa todavía que el aconte- 
«cimiento es imposible (cierto). Esto significa solamente que, al 
aumentar indefinidamente el número de experimentos, la frecuencia 
del acontecimiento tenderá a cero (a la unidad). 

La probabilidad de un acontecimiento A se designa por el sím- 
bolo P (A). 

En algunos casos, la probabilidad de un acontecimiento se puede 
«determinar fácilmente teniendo en consideración la simetría de los 
resultados de los experimentos. Así, por ejemplo, si el número de 
lanzamientos de una moneda perfecta es grande, el escudo y la cifra 
saldrán prácticamente con igual frecuencia. Por eso, al arrojar al 
aire una moneda, al acontecimiento representado por la salida del 
escudo se le debe atribuir la probabilidad igual a 1/2. Lo mismo, 
.al echar un dado perfectamente fabricado que tiene la forma de cubo, 
las seis caras, debido a su simetría, han de salir con frecuencias 
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iguales, si el número de pruebas es grande. Por consiguiente, la 
frecuencia del acontecimiento, representado por la salida del número 
de puntos múltiplo de tres, debe tener la tendencia de estabilizarse 
cerca del valor igual a 2/6-1/3, al ser indefinidamente grande el 
número de experimentos. Así pues, la probabilidad de que salga 
el número de puntos múltiplo de tres, al arrojar el dado una sola vez, 
se igual a 1/0, 

És evidente, que la probabilidad de un acontecimiento no. puede 
ser negativa ni tener un valor mayor que la unidad, o sea para todo 


acontecimiento A 
0<P(4)<1. (4.3.1) 


Las probabilidades de acontecimientos, como números que rëpre- 
sentan frecuencias teóricas de acontecimientos cerca de las cuales 
tionden a estabilizarse las frecuencias reales al aumentar indefinida- 
mente el número de pruebas, deben poseer todas las propiedades de 
las frecuencias. En particular, en virtud del teorema de adición de 
frecuencia, demostrado en el párrafo anterior, se admite el siguiente 
principio de adición de probabilidades: la probabilidad de producción 
de uno de los acontecimientos incompatibles, no importa de cuál se 
trate precisamente, es igual a la suma de probabilidades de los 
mismos: 

P(Ai+ Ar.) =P (AD + PAD A +. (1.3.2) 


Este principio se admite tanto para un número finito cualquiera 
de acontecimientos A, como, en el límite, para un conjunto numera- 
ble de acontecimientos A,*). 

Se dice que los acontecimientos E;, ..., E, forman un grupo 
completo, si, como resultado del experimento, se produce obligatoria- 
mente uno de ellos, por lo menos, es decir, si la suma E, + Es + 
+... + E, representa un acontecimiento cierto. De esta defini- 
ción y del principio de adición de probabilidades so deduce que la 
suma de las probabilidades de los acontecimientos incompatibles 
que forman un grupo completo es igual a la unidad: 


À pei. (1.3.3) 


Dos acontecimientos incompatibles que forman un grupo completo 
se llaman contradictorios. A todo acontecimiento A le corresponde 
un acontecimiento contradictorio A que representa la no producción 
del acontecimiento A. De (1.3.3) se desprende que la suma de las 


*) Se Hama numerable el conjunto infinito cuyos elementos se pueden 
numerar (es decir, poner en concordancia con cada elemento un número entero 
de modo que a distintos elementos les correspondan números entoros diferentes). 
Un conjunto infinito cuyos elementos no so pueden llevar a la correspondencia 
biunívoca con los números enteros se llama no numerable. 
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probabilidades de los acontecimientos contradictorios es igual a la 
unidad: 


P(A)+P(4) =1 (1.3.4) 


En ciertos casos, la determinación directa de la probabilidad de 
un acontecimiento A resulta difícil, mientras que la probabilidad 
del acontecimiento contradictorio A se calcula sencillamente. En 
tales casos, la probabilidad del acontecimiento A se halla fácilmente 
con ayuda de la relación (1.3.4). 

Ahora bien, examinemos más detalladamente la cuestión de 
calcular la probabilidad de un acontecimiento en el caso en que los 
posibles resultados de la prueba posean simetría, como, por ejemplo, 
en el caso de los lanzamientos de una moneda o un dado. Supongamos 
que con el experimento dado se puede enlazar un grupo completo 
de acontecimientos incompatibles E,, . .., En que, a consecuencia 
de la simetría, deben producirse con igual frecuencia al ser grande 
el número de pruebas (por ejemplo, la salida del escudo y de la cifra 
al arrojar una moneda o la salida del uno, el dos, el tres, el cuatro, 
el cinco y el seis al echar un dado). Esto quiere decir que las proba- 
bilidades de n acontecimientos Es, . . . E, son iguales unos a otros 
y, a causa de la igualdad (1.3.3), cada una de ellas equivale a 1/n. 
Supongamos ahora que el acontecimiento que nos interesa se produce 
obligatoriamente, si sucede uno de los acontecimientos Ey, . . ., Em, 
y no puede producirse, si sucede cualquiera de los acontecimientos 


Embss «<=» En o sea, A = JE. En este caso, basándose en el 
a 
principio de adición de probabilidades, tendremos que 
P(4)=P (Y Er) = JPE (4.3.5) 
a a 


So llaman casos los acontecimientos incompatibles equiproba- 
bles que forman un grupo completo. Se dice que el caso E; favorece 
al acontecimiento A si, una vez sucedido, este caso lleva a la produc- 
ción obligatoria del acontecimiento A y desfavorece al acontecimiento 
A, si, una vez sucedido, este caso excluye la posibilidad de aparecer 
el acontecimiento 4. La fórmula (1.3.5) muestra que si por razón 
de simetría de los resultados de Ja prueba con esta Última se puede 
ligar un sistema de casos tal que unos de ellos favorecen al aconte- 
cimiento A y otros le desfavorecen, entonces la probabilidad del 
acontecimiento Á es igual a la relación del número de casos favora- 
bles al acontecimiento A, al número total de los mismos. 

Ejemplo 1.3.1. Al lanzar una moneda una sola vez, son posibles dos casos; 


la salida del oscudo y la salida de la cifra. Uno de ellos favorece la aparición 
del escudo. Por lo tanto, la probabilidad de quo salga ol escudo os igual a 4/2. 
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Ejemplo 1.3.2. Si so arroja una cola vez un dado, hay seis casos diferontes: 
la salida de la cara del uno, el dos, el tres, el cuatro, el cinco y el seis, Do.ellos 
dos casos favorecen al acontecimiento A que consiste en la salida del número 
de puntos múltiplo de tres y tres casos favorecen a la aparición del aconteci- 
miento B, o sea, a la salida de un número per de puntos. Por consiguiente, la 
probabilidad de quo se obtenga un número do puntos múltiplo de tres es igual 
a Ss hA y la probabilid: le obtener un número par de puntos equivalo 
a 5/6=1/2. 

Ejemplo 1.3.3. En una urna hay 12 bolas iguales que no se distinguen en 
nada a tiento. De ellas 5 bolas son negras y 7 blancas. Hallar la posibilidad de 
que la bola extraída al azar de la urna sea blanca. En este caso, la prueba:con- 
siste en sacar una sola bola y contiene 12 casos, do ellos 7 favorecón, la solida 
de una bola blanca. Por lo tanto, la probabilidad de que se extraiga una bola 
blanca equivalo a 7/12. 

El esquema de casos que da la posibilidad de calcular de un modo 
comparativamente sencillo Jas probabilidades de acontecimientos 
se encuentra en los problemas práclicos y sobre tudo en la técnica, 
con poca frecuencia. Por eso, la fórmula (1.3.5) tiene una aplicación 
práctica muy limitada. 

A la frocuencia condicional de un acontecimiento le corresponde 
la noción de la probabilidad condicional de un acontecimiento que 
significa la probabilidad de suceder un acontecimiento a condición 
de que se haya producido algún otro acontecimiento. Según la fór- 
mula (1.2.8) deducida en el párrafo anterior, la probabilidad condi- 
cional de un acontecimiento A con respecto al acontecimiento B 
se determina como la relación de la probabilidad de que sucedan 
conjuntamento los acontecimientos A y B respecto a la del aconte- 
cimiento B: 


=P (48) 
P(B) = (1.3.6) 

De un modo semejante se determina la probabilidad del aconte- 
cimiento B con respecto a A. 

La definición de la probabilidad condicional de un acontecimien- 
to expresa al principio de multiplicación de probabilidades que dice: 
La probabilidad de la producción conjunta de dos acontecimientos 
es igual a la probabilidad de uno de ellos multiplicado por Ja pr 
babilidad condicional del otro con respecto al primero: 

P (4B) =P (A) P (B | A) =P (B) P (A |B); (1.3.7) 


Aplicando consecuentemente el principio de multiplicación de 
probabilidades, legamos a la conclusión que para todo número de 
acontecimientos Aj, Áz - +.» An 

P(AjAz . © An) = P (AJP (4214) --. 
-+e P (An |4442 ... Ana), (1.3.8) 


con ello, el orden de numeración de estos acontecimientos no tiene 
importancia. 
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De acuerdo con las nociones intuitivas de la dependencia y la 
independencia de los acontecimientos, se dice que el acontecimiento 
A depende del acontecimiento B si P (A | B) P (A). El aconte- 
cimiento A no depende del B si P (A | B) = P (A). 

De la fórmula (1.3.7) se deduce que si el acontecimiento A no 
depende del B, entonces, tampoco el acontecimiento B depende del 
A. De este modo, es conveniente hablar solamente de la dependencia 
recíproca o la independencia recíproca de los acontecimientos. Dos 
acontecimientos son independientes solamente en el caso en que la 
producción de uno de ellos no cambia la probabilidad del otro. 

Los acontecimientos As, . .., An se denominan independientes 
por parejas, si cualesquiera dos de ellos son independientes, Los 
acontecimientos Ay, . . -, An se llaman independientes, si cualesquie- 
ra dos productos, compuestos de éstos, que no contienen sucesos 
comunes, son acontecimientos independientes. 

Si los acontecimientos As, . . ., An son independientes, onton- 
ces, basándose en Ja definición dada, dos acontecimientos A, y 
Aida... Anı son independientes y, por consiguiente, 


P (ån 14142 Ani) = P (An); luego, dos acontecimientos 
An-i Y AAz ... An-e Son independientes, debido a lo cual 
P (Ans | Aida Anza) = P (Ani), los acontecimientos: 


A, y Ag son independientes, a causa de lo cual P (A; | A1) = 
= P (Ay). Por lo tanto, para los acontecimientos independientes 
As, An + + + An la fórmula (1.3.8) toma la forma 


P(A1Az ... An) = P (A3) P (A2) ... P (An). (1.3.9) 


Do este modo, la probabilidad de la aparición conjunta de dos 
acontecimientos independientes es igual al producto de las probabi- 
lidades de éstos. 


Ejemplo 1.3.4. Una urna contiene $ bolas pogras y 7 bolas blan 
pruoba consiste on que de la urna so extrae una bola y 30 anota su color, des- 
pus de o cual la hola se mete de nuevo en la urna. Una vez mezcladas las bolas, 

je la urna vuelvo a sacarse una bola. Hallar la probabilidad do quo ambas veces 


sea extraída una bola blan 

Llamemos acontecimiento 4 a la salida de una bola blanca la primera voz 
y acontecimiento B, a su salida la a vez. Es evidente, que tanto en la 
primera sacada como en la segunda hay 12 casos de los cuales 7 favorecen la 
salida de una bola blanca. Por consiguiente, en el caso dado P (4) = P (B) = 
= 1/12, P (B | A) = P (A } B) = 7/12. Por eso, basándose en el principio 
do multiplicación de probabilidades 

49 


. Hd 
P(4B)=P (4P (B) A= aR 


La 


La probabilidad de que se saque ona bola blanca la segunda vez no depende: 
absolutamente de la primera extracción. Por eso, en el caso en cuestión, los 
acontecimientos A y B son independientes. 

Ejemplo 1.3.5. En las condicionos dol ejemplo anterior, hallar la proba- 
bilidad de la de dos bolas blancas sin volver a meter en la urna la pri- 
mera bola sacada. En esto caso, al extraor la sogunda bola, hay 11 casos de los 
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cuales 6 favorecen la salida do una bola blanca, a condición de que la primera 
Bola sacada sea blanca en decir, de que suceda el acontecimiento 4), Por con- 
siguiente, la probabilidad condicional de que aparezca una bola blanca por 
segunda vez, a condición de que la primera bola oxtraída ha sido blanca (es 
decir, la probabilidad condicional del acontecimiento B con respecto al A) 
es igual a 6/14. Aplicando el principio de multiplicación de probabilidados, 
hallamos la prubabilidad de que ambas bolas sacadas sean blancas: 


A E 


Si la primera bola extraída resulta ser negra, la probabilidad de sacar una bola 
blanca en la segunda sacada (es deci 


e la probabilidad condicional del acon- 
tecimiento B con respecto al a es igual a 7/11, De este modo, lu probabilidad 
de que salga una bola blanca la du vez aquí depende considorablemente 
de cuál ha sido la bola extraída la primera vez: P (B | A) 5 P (B). l'or lo tanto, 
los acontecimientos 4 y B son on este caso dependientes. 

Las operaciones de adición y de multiplicación de acontecimien- 
tos poseen algunas propiedades características de la adición y la 
multiplicación de números. Por ejemplo, la suma y el producto de 
los acontecimientos A y B no dependen del orden en que se toman: 


A+B=B+A, AB=BA. 
ón y multiplicación de acontecimientos 


Las operaciones de adi 
son asociativas: 


(AFB + C=A+ (BC) =A + B4C, 
(4B) C = A (BC) = ABC, 


Por fin, las operaciones de adición y multiplicación de acontecimien- 
tos son distributivas: 
(A + B) C = AC + BC. 


Todas estas propiedades se deducen directamente de las definiciones 
de la suma y del producto de acontecimientos. Así, por ejemplo 
(4 + B) C representa la producción del acontecimiento C a la 
vez con el acontecimiento A o con el acontecimiento B, es decir, 
indiferentemente de con cual de ellos precisamente. Evidentemente, 
el acontecimiento AC + BC también consiste en producirso o C 
junto con A o C junto con B. 

Sin embargo, no todas las leyes de adición y multiplicación de 
números son aplicables para la adición y la multiplicación de acon- 
tecimientos. Así, por ejemplo, el acontecimiento A + A coincide, 
evidentemente, con el A. Lo mismo que la aparición conjunta de 
A con A coincide con A. Por consiguiente, A + A = 4, AA = A 
para cualquier acontecimiento A. 

En muchos casos las operaciones con los acontecimientos ayudan 
a simplificar esencialmente el cáleulo de probabilidades de los mis- 
mos. Por eso, será útil estudiar dichas operaciones un poco más 
detalladamente. 
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Sean A y B dos acontecimientos cualesquiera, A y B, los acou- 
tocimientos' contradictorios correspondientes. Es fácil vor que 
A + B representa un acontecimiento contradictorio a la producción 
conjunta de A y B: 

A +B = AB). 
En efecto, A + es la producción de uno de los acontecimientos 
A y B, como mínimo, lo que equivale a la no producción de AB. 
En goueral para cualesquiera acontecimientos Ay - + -> An 


$ 1-14). 


La producción conjunta de los acontecimientos Å y B (la no 
producción de los acontecimientos A y B) es, evidentemento, contra- 
dictoria a la aparición de por lo menos uno de los acontecimientos 
AyB: 

AB = (A + Bj. 
Y on general 


Si con la prueba en enestión está enlazado algún acontecimiento 
cierto Æ, entonces cualquier acontecimiento A no puede aparecer sino 
que junto con este acontecimiento cierto y, por lo tanto, 


A =AE. 


En particular, la suma B + F representa un acontecimiento cierto, 
Por eso i 
A =A (B +B) = AB +4 AB. 


Esta fórmula ofrece la descomposición del acontecimiento A en dos 
acontecimientos incompatibles AB y AB. Análogamente podemos 
escribir 

B = AB + AB. 


Ejemplo 1.3.6. Hallomos la probabilidad do que suced 
uno de los acontecimientos A y B. es decir, la probabilidad del acontecimiento 
M$ B, teniendo on cuenta que estos sucesos, en el caso general, pueden ser 
compatibles, Según las reglas expuestas de adición de acontecimientos, 


A+B=AB+AB+AB+AB=AB+AB+AB. 


Esta fórmula ofrece la descomposición del acontecimiento A + B en tres suce- 


sas incompatibles AB. AR y AB. Valiéndose de las descomposiciones obtenidas 
de los acontecimientos 4, B y A + B en los sucesos incompatibles, podemos 
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escribir, ba: 


ndonos en el prin 


o de adición de probabilidades 
P(4)=P(AB)+P(4B), 
P(B) =P (AB) + P(AB), 
P(A+B)=P(AB)+P (AB) + P (SB). 
Sustituyendo las expresiones de las probabilidades P (AB) y P (AB) de las 
primeras dos fórmulas en la tercera, se obtiene 
P=(4+B)=P(4)+P(B)—P (AB). 
Pasemos ahora a dedu 
para la aplicación. 
En algunos casos, es difícil calcular directamenté la probabili- 
dad de un acontecimiento A que nos interesa, pero se puede calcular 


fácilmente las probabilidades condicionales del acontecimiento 4 


con respecto a varios sucesos incompatibles Es ..., En que for- 


n este caso YE, representa un aconleci- 
izi 


algunas fórmulas que son importantes 


man un grupo completo. 


miento cierto y, por lo tanto, 


P (4)=P(AE)=P (A 2 E¡)= e(342). 


Por eso, aplicando el principio de adición de probabilidades, se 
obtiene 


PY P(AE). 


Aplicando ahora el principio de multiplicación de probabilidades, 
se tiene 


P(A)= E P(E) P(A] ED. (1.3.10) 


Esta fórmula se llama fórmula de probabilidad total. 


Ejemplo 1.3.7. La probabilidad de que en la señal de radio recibida haya 
una señal útil es igual a p. La probabilidad de que no se revele la señal útil 
en el caso en que ésta se contenga on la señal recibida es igual a a y la 
bilidad de considerar erróneamente revelada una señal útil en el caso e 
se recibe solamente un ruido es igual a B. Hallar la probabilidad de que 

roblema de revelación de una señal útil se resuelva incorrectamente y la 

abilidad de wna resolución correcta. En el caso en cuestión e] acontecimiento 
A es una resolución errónea, el acontecimiento Æ, representa la presencia de la 
señal útil en la señal de radio que so recihe y el acontecimiento £z, la ausencia 
de la señal útil (es decir, la recepción de solo ruido). Según los datos, P (E1) = p, 
P(A |E) =a, P(A EN = $. Además, puesto que los acontecimientos 
Fs y Ez son incompatibles y forman un grupo total (cs decir, en este caso son 
contradictorios), P (Es) = t — p. Por consigniente, aplicando da fórmula de 
3-0038 
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d total (1.3.10), se obtiene 
Porr = P (A) = P (E1) P (A | E1) + P (E3) P (A \ E2) = pa + (1 — p) B. 


La probabilidad de la resolución correcta, como probabilidad de un aconto- 
cimiento contradictorio, es igual a 


Peor =P (A) =1—P(4)=1— pa—(1—p)B. 


pendientes, cualesi 
durante el' interval 


o 21, Si 
lamadas en N p 
los datos, P (Ex) = pg (k) (k = 0, 1 n). Es evidente que p 


produzca el acontecimiento A a co: le que tenga lugar Ey, es necesario 
que en la segunda mitad del intervalo de tiempo 2? lleguen n -—k llamadas. 
Por o tanto, P (A TEN = pe (e — ho Aplicando la fórmula de probabilidad 
total, hallamos 


P(A)=pu m2 Pik) m (n— k). 


En las aplicaciones, para las mismas condiciones, surge con 
frecuencia otro problema: como resultado del experimento reali- 
zado se ha producido el acontecimiento A y basándose en este hecho, 
hay que cmitir su parecer acerca de cuál de los acontecimientos 
incompatibles Ey, . . ., En, que forman un grupo completo, tiene 
lugar. En el caso general, es imposible resolver esta cuestión con 
absoluta corteza. Por eso, prácticamente se puede solamente plantear 
el problema de revelar las probabilidades de los acontecimientos 
Es, - « +, En conociendo que, como resultado de la prueba, ha suce- 
dido el acontecimiento A. Es evidente que en el caso en cuestión las 
probabilidades buscadas no son más que las probaLilidades condicio- 
nales de los acontecimientos Es, . . ., E, Con respecto al aconte- 
cimiento A. Por eso, aplicando el principio de multiplicación de 
probabilidades, hallamos 

P (A) P (E; | A) =P (EY P (A | Ex), 
de donde, teniendo en cuenta (1.3.10), obtenemos 


P(Er 4) =PENPUIEO mt, ...,m). (13.11) 
Y P(E) P (AlE) 
a 


Esta fórmula se llama fórmula de Bayes *). Las probabilidades 
incondicionales P (E,) se llaman probabilidades a priori y las 


s) En los problemas de radiotéonioa la fórmula (1.3.11) se llama a veces 
fórmula o principio de probabilidad inversa. 
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probabilidades condicionales P (Ex | 4), probabilidades a postériori 
de los acontecimientos E, (k = 1, ..., n)*). 

Ejemplo 1.3.9. Teniendo los mismos datos que en el ejemplo 1.3.7, supon- 
gamos que la señal de radio recibida ha sido tratada por un dispositivo radio- 
receptor, y la señal tratada ba superado el nivel de umbral dado, debido.a lo 
cual el sistema de detección ha decidido que la señal útil está presente. Hallar 
la probabilidad de que la señal útil efectivamente esté presente y la probabi- 
lidad de que ésta esté ausente. 

En el caso en cuestión tenemos los mismos acontecimientos E, y E; que 
es el ejemplo 1.3.7. El acontecimiento A es el hecho de quo'la señal tratada por 
el sistema de detección haya superado el nivel de umbral, Según los'datos del 
ejemplo, la probabilidad do decidir que la: señal útil so tiene, on'el caso de su 
presencia en la señal recibida (cs decir, la probabilidad de la solución justa 
en este caso) es igual a P (A | Ej) a y la probabilidad de decidi? que 
la señal útil está presente 'ón el caso de la "recepción do sólo ráido 'equiválo.a 
P(A | E:) = f. Por eso, aplicando la fórmula de Bayes (1.3.11), hallamos 


PENA = 


P (E3) A)=: 


a~at 


Valiéndose de la fórmula de Bayes, so puede determinar de un modo semojanto 
le probabilidad de la presencia y de la ausoncia de la señol útil en el caso en gue 
el sistema de detección decide que dicha señal falta en la recibida. 
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Un experimento complejo consiste frecuentomente en que una 
prueba elemental, como resultado de la cual puede aparecer o no 
aparecer algún acontecimiento A, se realiza repetidas veces y nos 
interesan las probabilidades de diferentes resultados de este experi- 
mento complejo. 

Llamaremos independientes a los experimentos, si la probabilidad 
de producirse un resultado cualquiera de cada uno de los experimen- 
tos no depende de los resultados de los otros. Esta definición concuer- 
da perfectamente con la de la independencia de los acontecimientos 
expuesta en el párrafo precedente. En efecto, designando por A; 
cualquier resultado posible del ¿ésimo experimento, observamos que 
n experimentos son independientes cuando, y sólo cuando, son 
independientes los acontecimientos Ay, . . ., An, es decir, cuando 
las probabilidades condicionales del acontecimiento A; con respecto 
a todos los acontecimientos Aj, - +.» Ai Airs > +0» An Y COD 
respecto a todas las coincidencias posibles de estos sucesos son igua- 
les a la probabilidad incondicional del acontecimiento Aj. 

Convengamos en decir que los experimentos se realizan en con- 
diciones iguales, si la probabilidad del acontecimiento que nos inte- 
resa A tiene en todas las pruebas el mismo valor p. 


2) A priori— loc. lat. que significa «que viene antes», o sea antes de la 
prueba. A posteriori, «que viene después», o sea, después de la prueba. 


3e 
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Como resultado de n experimentos, el acontecimiento A puede 
no producirse ni una sola vez, producirse una, dos, ... n veces. 
Es necesario hallar las probabilidades de diferentes valores del 
número de aparición del acoútecimiento A. 

Designemos por Pm, n la probabilidad de que en n experimen- 
tos independientes realizados en iguales condiciones el aconteci- 
miento A se produce exactamente m veces (m =0, 1, ..., n)- 
Para resolver el problema plánteado, tomemos n casillas y registra- 
remos los resultados de cada. prueba, anotando en la casilla corres- 
pondiente A, si el acontecimiento A se produce en este experimento 
y Á, en el caso contrario. Entonces nuestra tarea se reducirá a la 
determinación de la probabilidad de que algunas m casillas estén 
ocupadas por la letra A y las n — m restantes, por la letra A. Puesto 
que no nos importa cuáles casillas estarán ocupadas precisamente 
por la letra A, con tal de que el número de tales casillas sea igual 
a m, entonces, aplicando el principio de adición de probabilidades, 
llegamos a la conclusión de 'que la probabilidad buscada Pm, , es 
igual a la suma de las probabilidades de todas las colocaciones posi- 
bles de m letras A y de n — m letras A en n casillas. Del Algebra 
elemental se sabe que el número de procedimientos con cuya ayuda 
se puede seleccionar m elementos de n es igual al número de combi- 
naciones de n elementos en series de m. Por consiguiente, la proba- 
bilidad de suceder el acontecimiento A exactamente m veces, al 
efectuar n experimentos, es igual a la suma Cde sumandos cada 
uno de los cuales representa la probabilidad de obtener, como resul- 
tado de la prueba, una colocación determinada de m letras A y de 
n — m letras Á en n casillas. La probabilidad de cada colocación, 
basándose en el teorema de multiplicación de probabilidades, para 
los acontecimientos independientes es igual a p" q"-", donde, por 
abreviar, se ha hecho g = 1 — p. Efectivamente, para que, por 
ejemplo, las primeras m casillas resulten estar ocupadas por la letra 
Aylas últimas n — m, porila letra A, es necesaria la coincidencia 
delos zacontecimientos- siguientes: producción de A en el primer 
experimento, producción de A en el segundo experimento ete., pro- 
ducción de A en el emésimo experimento; no producción de A en 
el (m + 1)-ósimo experimento, no producción de A en el (m + 2)- 
ésimo experimento etc.. no producción de A en el enésimo experi- 
mento. Multiplicando. las probabilidades de estos acontecimientos, 
obtendremos, por fin, pr q"+™, De este modo, la probabilidad bus- 
scada de que At acontecimiento A se produzca. m veces, al realizar n 
experimentos, es igual a-la suma Ch, de sumandos iguales a pq", 


es decir, 
Pan =CEp"Go" (m=0,1,....n). (1.4.1) 
El segundo problema ligado con la repetición de las pruebas 
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. consiste en hallar da probabilidad Rw, n de que el acontecimiento A 
se produzca no menos de k veces, al realizar n experimeñtos. Sobre 
la base del principio de adición de probabilidades, esta probabilidad, 
es igual a 


Brun Ý Pan= X Cpp ™, (1.4.2) 
a as 


Es conveniente aplicar esta fórmula en el caso en que k > (n + 4) /2; 
En el caso cuando k< (n+ 1) /2, es conveniente expresar la pro- 
babilidad, basándose en la fórmula (1.3.4), por medio de la proba- 
bilidad acontecimiento contradictorio, es decir; ‘por medio de. 
la probabilidad de que el acontecimiento A se produzca nienos de. 
k veces. Entonces se obtiene 


aas 
— Y Cro”, (1.4.3) 
nino 


at 
Rinmi Y) Pon 
o 


En particular, esta fórmula ofrece la siguiente expresión de la proba- 
bilidad de que aparezca por lo menos un acontecimiento 4: 


Run=1-q" (1.4.4) 


Esta fórmula puede ser también obtenida con facilidad directa- 
mente observando que la probabilidad de no producirse el aconte- 
cimiento A al realizar n experimentos es igual a g? según el teorema 
de multiplicación de las probabilidades de acontecimientos indepen- 
dientes. La probabi ceder el acontecimiento A una vez, 
por lo menos, como la probabilidad del acontecimiento contradicto- 
rio a la no producción de aquél, se determina restando g” de la 
unidad. 

Es evidente que la suma de todas las probabilidades Pm, n 
(m =0, 1, ..., n) es igual a la unidad, como suma de probabili- 
dades de los acontecimientos incompatibles que forman un grupo 
completo. Esta tesis puede ser también demostrada observando 
que la suma de todas las expresiones (1.4.1), según la fórmula del 
binomio de Newton, es igual a (p + q)" = 1%. 


Ejemplo 1.4.1. La moneda se arroja seis veces. Hallar la probabilidad 
de que el escudo Salga dos veces por lo meno: 

Designemos por A la salida del escudo al Janzar la moneda una sola vez. 
Entonces P (4) = p = 0,5 y q = 1 — p = 0,5. La probabilidad de un acon- 
tecimiento A no menos de veces al efectuar seis lanzamientos, se calcula 
por la fórmula (1.4.3) 


Ra, 1 CIP 


Ejemplo 1.4.2. La probabilidad del fallo de un sistema automático durante 
cierto intervalo de tiempo es iguel a 0,1. Hallar la probabilidad del fallo de 
tres sistemas exactamente de los diez que se encuentran en explotación. Hallar 
la probabilidad de que uno de los diez Sistemas, por lo menos, funcione bien, 
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Sea el acontecimiento 4 el fallo de un sistema examinado por separado. 
Según los datos P (4) = p = 0,1, q= t — p= 0,9. La probabilidad del 
fallo do m = 3 sistemas de n = 10 en explotación, de acuerdo con la fórmu- 
la (1.4.2) es igual a 


Ps, 10=Cip = 


Ahora hallemos la probabilidad de que, por lo menos, uno de los diez sistemas 
funciona bien, Por la fórmula (1.4.4) es fácil hallar (considerando como acontes 


cimiento A el funcionamiento sin fallos del sistema) 
Ri, 19=1—0,110=0,9999999999. 


Ejemplo 1.4.3. La probabilidad del fallo de un elemento determinado del 
sistema es igual a p = 0,05. Para aumentar la fiabilidad del sistema. en éste, 
en vez do uno, se han introducido n = 5 elementos semejantes que funciona n 
simultáneamente. Con ello, el sistema se estropea sólo en el caso en que fallen 
eos Jos cinco elementos. Hallar la probabilidad P de que el sistema funcione 
sin fallos. 
La probabilidad de que fallon todos los cinco“olementos es igual a p° 

=3,125-10-?, Por consiguiente, la probabi de que el sistema funcione 
sin fallos será P == 1 — 3,125-10-? = 0,9999997. 


),43-0,97 = 0,057. 


CAPITULO 2 


Magnitudes aleatorias 


$ 2.1. Función de distribución y densidad de probabilidad 
de una magnitud aleatoria 


En el $ 1.2 vimos que de característica experimental de una mag- 
nitud aleatoria puede servir su función estadística de distribución: 
Conociendo la función estadística de distribución de una magnitud 
aleatoria X, se pueden hallar las frecuencias con que sus valores 
se encuentran en diferentes intervalos del eje numérico. De mudo aná- 
logo, en calidad de característica teórica de una magnitud aleatoria 
X, no relacionada con la realización de experimentos cualesquiera, 
se puede tomar la probabilidad de cumplirse la desigualdad X < z 
considerada como función de la variable z: 


F()=P(X<0D. (2.4.1) 


Esta función se llama función de distribución de la magnitud alea- 
toria X. 


Ejemplo 2.1.1. Hallar la función de distribución del número de veces que 
ge produce un acontecimiento A al realizar n experimentos independiontes co 
las mismas condiciones. 


Es evidente que el número do voces X que sucede el acontecimiento A 
al realizar n pruebas es una magnitud aleatoria, que, como resultado de un 
experimento complejo, consistente en n pruebas elementales. toma uno de los 
valores posibles O, 1; 2. . - -. n. La probabilidad de que esta magnitud aleatoria 
tome el valor m en el casv en cuestión se expresa por la fórmula (1.4.1) deduci 

en el párrafo anterior. Supongumos ahora que z es una variable que varía en los 
límites (—co, co). Para todos los valores negativos de æ y siendo z = 0, la 
probabilidad 'de que el número de veces que sucede el acontecimiento 4 'sea 
menor que z es, evidentemente, igual a cero. Si 0 < z < t, la probabilidad de 
que el número do veces que ocurre el acontecimiento A soa menor que z rop- 
resenta la probabilidad de que el acontecimiento A no suceda ni una sola vez, 
es decir, es igual a Po, n. Y en general, si k < z < k -+ í, la probabilidad de 
que el número de ve ue se produce el acontecimiento A sen menor que z 
no es más que la probabilidad de que el acontecimiento A © no ocurra ni una 
sola vez, o aparezca una sola vez, etc., o suceda k veces, es decir, equivale a 


Y Pmn 4 = 1, 
40 

representa un acontecimiento cierto y su probabilidad es igual a la unidad, 
De este modo, la función de distribución del número de veces que ocurre el 
acontecimiento al realizar n pruebas independientes, en las mismas condicionos, 


, n—4). Y, por fin, si => n, la desigualdad X < z 
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se detormina por la fórmula 


0 siz<0, 
A si k< k+t 
Faj= DY Cpp (2.1.2) 
no (k==0, 4 .... n—1), 


1 siz>n 


En la fig. 2.1.1 so muestra el gráfico de esta función de distribución para 
el coso en que n = 5, p = 0, 


En el ejemplo examinado los valores posibles de la magnitud 
aleatoria forman un conjunto discreto y precisamente es el conjunto 
de todos los números enteros desde 
0 hasta n. La magnitud aleatoria 
cuyo conjunto de valores posibles 
es discreto se denomina discontinua 
o discreta. La función de distribu- 
ción de una magnitud aleatoria 
discreta se determina por completo 
por sus valores posibles y las pro- 
babilidades' de estos valores. En 
efecto, si X es una magnitud ale: 
toria discreta cuyos valores posi 
bles, numerados en orden de creci- 


miento, son iguales azı, ..., Zn, y las probabilidades de estos 
valores equivalen correspondientemente a: 
PX=2)=P (t=14,... n), (2.4.3) 


entonces, la función de distribución de la magnitud aleatoria X se 
determina por la fórmula 


F()= Y p (2.4.4) 
les 


donde la desigualdad bajo el signo de suma indica que la adición 
se efectúa tomando todos los valores del índice i para los cuales se 
cumple esta. desigualdad. Con otras palabras, cualquiera qué sea 

: eL yalor. de: 7,-la función: de distribución es igual a la suma de pro- 
bapilidades de todos los valores 7, de la magnitud aleatoria X meno- 
ql $ idente 4 qué si z, al crecer, se hace igual a 2,41, enton- 

„ĉes el múmero de los valores de z: menores que z queda invariable, 
es decir, la función: de distribución F (z) tiene en el punto z == ziy 
éel' mismo «valo? que para toda z en el intervalo z; < T < Zi; Si z 
álcanza'iin valor mayor de zı}, entonces la función de distribución 
aumenta, a salto en.la magnitud prer. Por consiguiente, el valor dé 
la función de distribución en el punto de discontinuidad es igual 
a'sú valor a la izquiérda dé éste punto, o sea, la función de distri- 
bución es continua a la izquierda. En la fig. 2.1.1. los valores de 
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“la función de distribución en los puntos de discontinuidad- están 
indicados. por puntos gruesos. 

Examinemos_-ahora:las propiedades generales. de 1s. función de: 
distribución de una magnitud. aleatoria cualquiera.. Igual que, toda 
probabilidad; la función de distribueión no puedo ser negativa nt 
ser mayor que la unidad: 


ISF(<1 245) 


Luego, cualesquiera que sean œ y f, a<B, para cumplir la 
Segue dag X <P es necesario y suficiente que sea X <'a o 
a < X < $. Como los acontecimientos X < a y a< X <B son 
incompatibles, entonces; según el principio de adición de probabi- 
lidades, 

P(XA<P=P(X<Q+P (aX p). 


De aquí, basándose en la definición (2.1.1) de Ja función de di- 
stribución, siguo la igualdad 


P (a< X <p) = F (P) —F (a). (2.1.6) 


De este modo, la probabilidad de que el valor de la magnitud aleato- 
ría se encuentre en el segmento (œ, Ẹ) del eje numérico, o en su extremo 
izquierdo, es igual al incremento de la función de distribución en 
este segmento, 

Puesto que la probabilidad no puede ser negativa, entonces 
cualesquiera que sean a y B, a < p, la magnitud F (a) no puede 
ser mayor que F ($). Con otras palabras, la función de distribución 
es una función no decreciente. 

Tomemos ahora una sucesión nea oneetan de los valo- 
108 Za, Tar > + -s En + + de la variable z, lim 2, = 00. Los valores 


respectivos de la función de ¡bución EJE Ghena 
forman una sucesión no decreciente de números cuyo límite superior es 
la unidad. Del Análisis Matemático se sabe que tal sucesión siempre 
tiene límite. Por otro lado, si todos los valores posibles de la magni- 
tud aleatoria X son finitos, entonces, siendo z, lo suficiente grande, 
la probabilidad de la desigualdad X < z, será lo próxima que se 
quiera a la unidad. Por lo tanto, el límite de la magnitud F (2), 
pára z, —> co, no puede ser distinto de la unidad. De este modo, 
hemos demostrado que 


F (00) = lim F (2)=1 21.7) 

aen 

De modo análogo se demuestra que 
F(—0)=limF (2)=0. (2.1.8) 
Si ty -Zn - - - es una sucesión creciente arbitraria de los 


valores de Ja variable z que converge a algún valor de zo, lim 2, = £o, 
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entonces todo valor posible de la magnitud aleatoria X, menor que 
Zo, pertenece a uno de los intervalos za < £ < 2,+1. Por consiguien- 
te, el acontecimiento X < zp no es más que la suma de un conjunto 
numerable de acontecimientos incompatibles X < t, tı S X < 
< Ear -ey Ta L X < Trapa > +» Según el principio de adición 
de probabilidades 


P(X <a) = P(X <z) rÈ Pa <X < iry) o bien 
2 


F (9 = F (2) X F (ea) al. 


De este modo, la serie del miembro derecho de la igualdad obte- 
nida converge y su suma es igual a F (z¢). Pero la suma de los n 
primeros términos de esta serie es igual a F (2,): 


4 
Play Y) Fl 
=F (z) IF (2) — EF (21 ++ (an) —F (nal = F (2r). 


Por lo tanto, 
lím F (za) = F (20) 


y si la magnitud Zo — Z, es lo suficiente peqneña, la diferencia 
F (2o) — F (2) será tan pequeña como se quiera. 

De este modo, la función de distribución es continua a la izquier- 
da y su valor en todo punto es igual al límite de su valor a la izquierda 
ale este punto. 

Pasemos ahora al límite en la igualdad (2.1.6) cuando f —> a. 
En este caso, el intervalo (a, f) converge al punto a y obtendremos 


P (X = a) = F (a + 0) — F (a), (2.1.9) 

donde F (a: + 0) es, como siempre, lim F (a + 1 e I). De este modo, 
pe 

la probabilidad de que la magnitud aleatoria X tome el valor a es 

igual al salto de su- función de distribución en el punto a. Si la 

función: de. distribución es continua en el punto a, la probabilidad 


«le que la magnitud aleatoria tome el valor a es igual a cero. Estas 
se ilustran claramente en el ejemplo 2.1.1 examinado más 


arril 


ba. 

i la función de distribución de una magnitud aleatoria X es 
cóntinua para todos los valores de z, entonces la probabilidad de 
cualquiera de sus valores posibles es igual a cero. Á primera vista 
esta' deducción es contradictoria: como resultado de una prueba la 
magnitud aleatoria toma obligatoriamente cierto valor y al mismo 
tiempo la probabilidad de que ésta tome cualquier valor asignado 
de antemano es igual a cero. En realidad, aquí no hay ninguna con- 
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tradicción. En el $ 1.3 ya señalamos que un acontecimiento posible 
puede tener la probabilidad igual a cero. En el caso-en cuestión, 
si a es un valor posible de la magnitud aleatoria X y su función 
do distribución es continua en todo el eje numérico, la igualdad 
X =a es un acontecimiento posible cuya probabilidad es igual 
a cero. Esto solamente quiere decir que al ser muy grande el número 
de experimentos, será muy raro que la magnitud aleatoria X tome 
el valor dado a, así que la frecuen- 
cia de este valor tendrá la ten- 
dencia de aproximarse a cero. 
Dado que la probabilidad de la 
igualdad X = œ, en el caso de una 
función continua de distribución, 
es igual a cero, entonces la fór- 


FE) 


mula (2.1.6) puede ser escrita en 
la forma 
P(a<X <B) = F (p) — F (a), 


2.1.10) Fig. 24.2. 
A base de las propiedades estudiadas de la función de distribu- 
ción, se puede tener una idea del carácter general do la curva que la 
refleja. Una vista aproximada de tal curva se muestra en la fig. 2.1.2. 
A causa de que, al ser continua la función de distribución, la 
probabilidad de cada valor de una magnitud aleatoria, tomado por 
separado, es igual a cero, dicha magnitud no puede ser caracterizada, 
en este caso, por las probabilidades de sus valores. Por eso, surge 
la pregunta: ¿Cómo se determina si es o no el número dado z un 
valor posible de la magnitud aleatoria, y se puede o no revelar cuáles 
de sus valores son más probables y cuáles menos probables? Se 
puede contestar a esta pregunta sustituyendo los puntos del eje 
numérico por intervalos pequeños correspondientes. Supongamos que 
Az es un intervalo infinitesimal. Entonces la probabilidad de que 
la magnitud aleatoria X tome un valor comprendido entre z y z + 
+ Ar puede servir de medida práctica de la posibilidad del valor 
dado de z. En este caso es conveniente dividir esta probabilidad por 
Az. Ahora bien, llegamos a la noción de la densidad de probabili- 
dad. Se llama densidad de probabilidad de una magnitud aleatoria 
X al límite de la relación de la probabilidad de la desigualdad 
I<X<z+Az a la magnitud Az cuando Az => 0: 


f= jim PESA So 21.11) 


Si la densidad de probabilidad de una magnitud aleatoria X en el 
punto z es distinta de cero, entonces z es un valor posible de dicha 
magnitud. Si la densidad de probabilidad en el punto z; es mayor 
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que en el punto zs, se puede decir que el valor z; de la magnitud alea- 
toria X es más probable que el valor 22. 

Expresando la probabilidad en (2.1-41) por la fórmula (2.1.6). 
obtendremos 

j(= lim LEO pr (2). (2.1.12) 
aro 

De este modo, la densidad de probabilidad de una magnitud alea- 
toria es igual a la derivada de su función de distribución, 

De la definición (2.1.11) se deduce directamente la primera pro- 
piedad fundamental de la densidad de probabilidad: la densidad 
de probabilidad de una magnitud aleatoria es una función no nega- 


tiva 
1 (2) >0. (2.1.13) 


Integrando la fórmula (2.4.12) y teniendo en cuenta (2.1.8), obten- 
dremos la expresión de la función de distribución de una magnitud 
aleatoria en función de su densidad de probabilidad: 


F (z)= i f(z) dz. (2.4.14) 


Suponiendo que aquí z — œ y teniendo en consideración (2.1.7), 
obtendremos la segunda propiedad fundamental de la densidad de 
probabilidad 


1. (2.4.45) 


Jroa 


De las fórmulas (2.1.10) y (2.4.12) se deduce que la probabili- 
dad de que la magnitud aleatoria X tome el valor comprendido 
entre a y B es igual a la integral de 
su densidad de probabilidad tomada 
en los límites de a à P: 
R 
Pla<X<B)= mas. (2.1.16) 


ù 


El sentido geométrico de esta fórmula 
es evidente. La probabilidad de que 
el valor de la magnitud aleatoria X se encuentre en el segmento 
dado (a, $) es igual al área-de la figura limitada por arriba por la 
curva que refleja la densidad de probabilidad, por abajo por el eje 
de-abscisas y por los lados, por las rectas z = a y z = $ (fig. 2.1.3). 
La igualdad (2.1.15) indica que: toda el área limitada por la curva 
que representa: la: densidad de probabilidad y por eje de abscisas 
es:igual a la unidad. 
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La magnitud f (z) dz representa, con una exactitud de hasta 
infinitesimales de orden superior, la probabilidad de que-la magni- 
tud aleatoria X tome el valor en el intervalo (z, x-+ dx). De acuerdo 
<on la terminología adoptada en el análisis esta magnitud se llama 
elemento de probabilidad. 

.. ¿La función de distribución de una magnitud aleatoria, o su den- 
sidad de probabilidad, o el conjunto de valores posibles de una mag- 
nitud aleatoria discreta y las Por de los mismos son dife- 
rentes formas de expresión de la ley de distribución de dicha magñi- 
tud. La ley de distribución, o sea la distribución de probabilidades de 


Fig. 2.4.6. Fig. 2.4.5. 


una magnitud aleatoria es una característica completa de la misma, 
que determina sus valores posibles y permite comparar las probabi- 
lidades de éstos. 

Una de Jas más difundidas leyes de distribución de magnitudes 
aleatorias es la ley normal de distribución (Ley de Gauss) para la 
cual la densidad de probabilidad se determina por la fórmula 


1 -Sa 
1) > VA" . 
Esta ley de distribución será examinada en 6l $ 2.5. Allí mismo, en 
n fig. 2.5.1, se da el gráfico de la densidad normal de probabilidad 
LAT 
La distribución de probabilidades para la cual la densidad de pro- 
habilidad es constante en el intervalo (a, b) y es igual a cero fuera 
de oste intervalo se llama uniforme. La densidad analítica de proba- 
bilidad de una magnitud aleatoria uniformemente distribuida se 
expresa por la fórmula 


(2.1.17) 


sia<z<b, 

1-1 e (2.4.18) 
0 siz<aysiz>b. 

El gráfico de esta densidad se muestra en la fig. 2.1.4. Los valores 

de la densidad de probabilidad en los puntos de discontinuidad 

pueden ser tomados arbitrariamente, puesto que no influyen en las 
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integrales de la forma (2.1.16). Aplicando la fórmula"(2.1.44), halla- 
mos con facilidad la función de distribución de unaYmagnitud alea- 
toria X uniformemente distribuida: 


0  siz<a, 
F)=] E sia<z<b, (2.149) 
1 si z>b. 


En la fig. 2.1.5 so da el gráfico de esta función de distribución, 
La distribución de probabilidades para la cual la densidad de 
probabilidad se determina por la fórmula 
Dir siz>0, 
ts) o siz<0, 
so Mama de Rayleigh. El gráfico de la densidad de probabilidad 
para la ley de Rayleigh se presenta en la fig. 2.4.6. 


(21.20) 


i 
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1 

1 

| 
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Fig. 2.4.6. Fig. 24.7. 


Sustituyendo la expresión de la densidad de probabilidad en 
la fórmula (2.1.14), hallamos la función de distribución de una 
magnitud aleatoria X repartida según la ley de Rayleigh 


a siz>0. (21.21) 


Si £ <0, esta función de distribución es igual a cero. El gráfico 
de la función de distribución para la ley de Rayleigh se muestra 
en la fig. 2.1.7, 

La ley de distribución a la cual corresponden la densidad de pro- 
babilidad y la función de distribución 


12) = ke—x, F (z) =4 — et siz >0, (24.22) 


se denomina exponencial. 
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Una generalización evidente de las Jeyes de distribución exponen- 
cial y de Rayleigh es la ley do distribución para la cual la función de 
distribución y la densidad de distribución se determinan por las fór- 
mulas 


Flo)= ie", f(z)=nka"-te-ħx" siz>0. (24.23) 


Esta ley de distribución fue aplicada por primera vez a los problemas 
de la práctica por Weibull. En el caso particular, cuando n = 1, 
la ley de Weibull so transfor en expouencial. Cuando n = 2, 
la ley de Weibull no es más que la de distribución de Rayleign. 


Ejemplo 2.1.2. En la teoría de fiabilidad de los dispositivos automáticos; 
la fiabilidad de un elemento o de un sistema so caracteriza por la llamáda ¿n= 
tenstdad media de fallos A (0), la cual representa una función de tiempo tal, que 
sieudo multiplicada por de, ofrece (con exactitud de infinitesimales de orden 
superior) la probabilidad condicional del fallo del olemento en el intorvalo de 
tiempo (t, £ + de), Suponiendo que hasta el momento £ el elemento funcionaba 
normalmente, Conociendo la función 2 (1), se puede hallar la ley de distribución 
de la duración de sorvicio. 

Para hallar la ley do distribución do la duración de servicio del elemento 7, 
examinemos dos acontecimientos: A (buen funcionamiento del elemento hasta 
el momento t) y B (fallo del elemento en el intervalo de tiempo (t, ¿+ di)). 
Es ovidente que el acontecimiento B no puedo suceder sino junto con el aconto- 
cimiento A, porquo el elemento puede fallar en el intervalo de tiempo (t, £ + dí) 
solamente on el caso de funcionar bien hasta el momento £. Por eso P (8) = 
== P (AB). y basándonos en cl m io de multiplicación de probabilidades, 


podemos pseribir 
P (B) = P (A) P (B | A). (2.4.24) 


malos de segundo orden, al 
P (B) = P (t£ T< t4 d0 = f (f) dt = F (1) dt 


La probabilidad del acontecimiento A se expresa por medio de la función de 


distribución de la duración de servicio del elemento 7: 
P(A)=P(T>0=1—P(T<O=1—F(. 


Por fin, la probabilidad cond 
de fallos del elemento A (1): 


P(BIA) = A (0 dt. 


mal P (B | A) so expresa por la intensidad media 


Sustituyendo las expresiones obtenidas en la fórmula (2.4.24), obtendremos, 
después de dividir ambos miembros por dt, la ecuación diferencial para la fun- 
ción de distribución F (9: 


F =li —F (020. (2.1.25) 


Dado que la duración de ser del elemento no puede ser negativa, el acon- 
tecimiento 7 <0 es impo: por lo tanto, F (0) = 0. 

Integrando la ecuación diferencial (2.1.25), con la condición inicial do que 
F (0) = 0, hallamos la función de distribución de la duración de servicio del 
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clemento: 


F()=1—exp f- í à wa) 2 (24.26) 
4 


or derivación, hallamos la densidad de probabitidad de la duración 
del elemento: 


t 


10200 { =f 204). 


En el caso particular, de que la intensidad de fallos 2 (1) =% sea constante 
las fórmulas (2.1.26) y (2.1.27), toman la forma 


F=, Q=, (2.1.28) 


De esto modo, siendo constante la intensidad de fallos A, la duración do servici 
de un elemento está subordinada a la loy exponencial de distribución, lo qu 
explica el gran papel que dicha ley desempeña en la teoría de fiabilidad de los 
sistemas automáticos. 

Ejemplo 2.1.3. Para los mismos datos del ejemplo anterior, hallar la pro- 
babilidad condicional de quo el elemento falle en el intervalo de tiempo (ti, 42) 
suponiendo que funciono bien hasta el momento t. 

Examinemos dos acontecimientos: A (el funcionamiento normal del elo- 
mento hasta el momento £1), y B (el fallo del clemento on el intervalo de tiempo 
(fi, ta)). Valióndonos de la fórmula (2.1.10) obtendremos 

P (B) = P (4 < T< t) = FU) — FU) (2.1.28) 
P(A =P (T>) = P(T) E (2.4.30) 
Sustituyendo estas expresiones en la fórmula (2.1.24) y tomando en cuenta que 
en el caso dado el acontecimiento 4 no puede producirse sino junto con ol aco! 
tecimiento A, hallaremos la probabilidad buscada de que falle el elemento en 
intervalo de tiempo (f, 1) à condición de quo hasta el momento t haya fun- 
cionado. bien: 


PAD) _ P (B) _ F ()—F (L) 2243 
PANA FAT (2.4.31) 


Sustituyendo aquí la exprosión (2.1.26) para la función de distribución 14 (4 
abtendremos definitivamente 


P(B|4)=1—oxp {- fa wa} š (21.329 
i 


En el caso particular, en que la intensidad ide fallos à es constante, la sustitu- 
«ción de la expresión de la función de distribución de (2.1.28) en la fórmula (2.1.29) 
ofrece la siguiente fórmula para la probabi de quo falle el olemento en 
vel intorvalo de tiempo (fs, fa): 


PB =e eit, 


(2.4.33) 


P(B|A) 


— ein, 


(2.1.34) 


$ 2,2. Aplicación de las funciones impulsivas 49 


$ 2.2. Aplicación de las funciones impulsivas 
y generalización de la noción de la densidad 
de probabilidad 


La fórmula (2.1.12) muestra que, según la definición común de 
la derivada, la densidad de probabilidad existe solamente en las 
maguitudes aleatorias cuyas funciones de distribución son conti- 
nuas y tienen las primeras derivadas continuas por intervalos en 
todo el eje numérico. Tales magnitudes aleatorias se denominan 
continuas. Desde este punto de vista, por ejemplo, las magnitudes 

aleatorias discontinuas. (discretas) no 
u poseen densidad de probabilidad. Sin 
embargo, desde el punto de vista práctico 


i conviene ampliar el concepto de densidad 
H de probabilidad do tal modo que éste 


pueda ser extendido a cualesquiera magnitudes aleatorins que se 
encuentren en los problemas prácticos. Para aclarar el modo de 
hacerlo, observomos que desde el punto de vista práctico se puede 
considerar que Ja función de distribución de una magnitud aleatoria 


ada igual a cero por doquier, a excepción 
do los puntos Zi .. ., Zn, © igual al infinito en los puntos Zu .. . 
«+: Xna. No obstante, en virtud de las fórmulas (2.1.9) y (2.1.16) 
la integral de esta derivada en un intervalo, todo lo pequeño que 
se quiera, que contieno el punto z} (y que no contiene otros puntos 
zı) debe equivaler a p,. La función que posee tales propiedades se 
puede construir sirviéndose de la noción sobre la función delta impul- 
siva, introducida por primera vez por el famoso físico inglós Dirac. 

Se llama función delta impulsiva de Dirac a la función que os 
igual a cero por doquier, salvo el origen de coordenadas donde ésta 
toma un valor infinito de modo que su integral, en onalquier inter- 
valo que contiene el origen de coordenadas, es igual a la unidad: 


) 


E ` (2.2.1) 
f 5(2)dx=1 para cualquier e >0. 
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Para que, teniendo en cuenta la definición adoptada (2.1.1) 
do la función de distribución, se pueda usar la función delta en 
lo que toca a la derivación de las funciones de distribución disconti- 
nuas, es necesario subordinarla a una condición complementaria. 

a 


fso dz=0, [5trd=1 para cualquier e>0. (2.2. 
3 


La función que posee tales propiedades puode ser obtenida, por ejem- 
plo, como límite de un impulso rectangular positivo del área unitaria 
cuando la duración de oste impulso tiende a cero (2.2.1). Es todavía 
más cómodo definir la función delta como límite de la densidad 
exponencial de probabilidad si k > oo [véanse las fórmulas (2.1.22)) 
(fig. 2.2.2): 


0 si z<0, 
eses | ket si riz 0, 
Es evidente que para cualquiera z > 0 esta función tiende a cero 
euando k— œ *. Si z <0, ésta es igual a cero. Si z = 0, dicha 
función creco ilimitadamente cuando k — œ. Por fin, para cual- 
quior >0 


(2.2.3) 


: . 
fa e [idrate 
3 
Cuando k —» œ esta expresión tiende a la unidad. De este modo, 
la función obtenida en el límite para k —» oo satisface tambión las 
condiciones (2.2.2) 
La propiedad fundamental de la función delta viene expresada 
por la fórmula 
ate xte 
Jons—da= | ANI =D 024 
que es válida para toda función continua «p (z). Para convencernos 
de esto, examinemos la integral 
see . 
Ponsa Idm | 09804, 
donde por $; (t) se designa el impulso unitario rectangular mostrado 
gráficamente en la fig. 2.1.1. Es ovidente que para cualquier e >0 
se puede tomar 1< £. Entonces obtendremos 


+) En electo, abriendo lu indeterminación según la regla de L'Hópital, 
obtendremos 


k 
kete lim E lim 
hao eE rs ze 
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ste 
[ona e—a = 
o bien, aplicando el teorema de la media 


foco 
$ 


1 


te 
| 08-37 eee | deleo. 


donde 0 es cierto valor medio de ż en el intervalo (0, ):0<0<l. 
Al pasar al límite, cuando 1 > 0, la magnitud 0 tiende a cero y obten- 
dremos 
pra 
| Osea =pl) (2.2.5) 
lo que demuestra precisamente el primer 
miembro de la fórmula (2.2.4). De modo 
análogo se demuestra su segundo miembro. 
Puesto que la función subintegral en 
(2.2.4) es igual a cero para lodos los 
valores de E, excepto E = z, los límites 
de integración se pueden ampliar arbitrariamente. Como resultado, 
para todo intervalo (a, b) que contiene el punto z, a < z < b, 
obtendremos, 


y 
Jomsr—da= [epa (22.0) 


Observemos ahora que la función delta puede ser considerada 
como derivada de la función unidad escalonada 1 (7) que se deter- 
mina por las igualdades 

1 0 six<O, 
t L si z>0. 
En ha fig. 2.2.3 aparece el gráfico de la función unidad escalonada. 

Usando la función delta impulsiva, se puede determinar la 
densidad do probabilidad para cualesquiera magnitudes aleatorias, 
en particular, para las discontinuas. Es fácil comprender que la 
densidad do probabilidad de una magnitud aleatoria discontinua X 
con los posibles valores zy. . . ., zp, cuyas probabilidades equivalen 
respectivamente a pı .. -+ Pn, se expresa por la fórmula 


1()= 2 plz). 


(2.2.7) 


En efecto, esta función es igual a cero por doquier, salvo los puntos 
Z...» Zn, es infinita en los puntos Zy + - ., Za y su integral en 
el intervalo, todo lo pequeño que se quiera, que contiene un solo 

49 


52 Cap. 2 Magnitudes aleatorias 


valor posible Tx, es igual a pz? 


ade ate 
| 1di=m | S—ajds=p (id...) (229 
me ate 


Si la función de distribución tiene saltos iguales a Py ++ => Pa 
en los puntos Zi, - - -» Za respectivamente, y entre estos puntos es 
continua, entonces, restando de ella la expresión 

Aritz 
obtendremos una función continua. Por eso, la función de distri- 
bución de toda magnitud aleatoria X, que se puede encontrar 
on los problemas de la práctica, puede ser representada en la forma 


Fije F (+ À pit e—a), (2.2.10) 


donde F, (z) os una función continua y Py « +=» Pw los saltos de 
F (e) en los puntos zy, - - -» Za, Con ello, la función £ (2) práctica- 
mente siempre resulta ser diferenciuble por intervalos. Por eso, 
derivando la fórmula (2.2.10) y teniendo on cuenta que la derivada 
de la función unidad escalonada es una función delta, obtendremos 
la siguiente expresión de la densidad de la probabilidad de cualquier 
magnitud aleatoria X: 


H= hlt Y ps) (2.2.41) 
E 


donde f, (z) es una función cuya integral en cualquier intervalo 
infinitesimal es una magnitud infinitamente pequeña. 

La magnitud aleatoria cuya densidad de la probabilidad ro- 
presenta La suma de una función corriente y de la combinación lineal 
de funciones delta pertenece a las magni- 
tudes aleatorias de fipo mixto. Los valores 
posibles de una magnitud aleatoria de tipo 
mixto forman un conjunto continuo o varios 
conjuntos continuos sin elementos comunes. 
Sin embargo, a diferencia de las magnitudes 
aleatorias continuas, una magnitud aleatoria 
de tipo mixto siempre tiene un conjunto 
discreto de posibles valores exclusivos cada 
uno de los cuales tiene una probabilidad 
diferente de cero. 


Fig. 2.2.4. 


Pio lo 2.2.1. La señal de entrada de un elementa no lineal con una zona 
limitada de linealidad (fig. 2.2.4) represonta una magnitud aleatoria X distri- 
huida uniformemente on el intervalo —2,52 < z < 1,58. La señal de salida 
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del elemento está limitada, en valor absoluto, por el número a y es igual a la 
señal de entrada cuando esta última tiene el valor en los límitos de (—a, a). 
Hallar la ley de distribución de la señal de salida Y de dicho elemonto no Jineal. 

Según la definición, la función de distribución de la magnitud aloatoria 
Y ¿oprosonta la probabilidad do cumplirse la desigualdad Y < y, probabilidad 
que se considera como función de y. Puesto que la señal de salida del clemento 
no puede ser menor que —a, entonces, siendo y < —a, su función de distri- 
bución F» (y) os igual a cero. Como la señal de salida del elemento examinado 
es siempre menor que a, eulouces, al ser y > a, su función de distribución 
Pa (y) os igual a la unidad. En el intervalo —a < y < a la desigualdad Y < y 
es equivalente a la desigualdad X < y (fig. 2.2.4) y por eso 


Py =P(Y <y=P(X<yY="F,(w), 
donde F; (y) es el valor de la función de distribución Fi (2) de la señal de ontra- 
da X cuando z = y. En virtud de la fórmula (2.1.19). 
z+2.5a 
Ta 


Pr) 


Por consiguiento, 


ray =1E 25 si —a <y <a. 
Do esto mado, la función de distribución de la señal de salida Y del elemento 
no lineal examinado so sotermi 
por la fórmula 


0 si y<-a 


moz ERE a <a, 
1 si y>a. 

(22.12) 

Esta función Liene salto: vales a 3/8 


n los puntos y 


y 1/8 
ico E esta fun 


ay ya. 
El grá ¡ón aparece en 
la fi 


La densidad de la probubilidad de 
la magnitud aleatoria Y os, evidente- 
mente, igual a cero cuando y < —a y cuando y > a, y on el intervalo —a < y < 
< a tione el valor constante 1/4a. Los saltos de la función de distribución, do 
acuerdo con la fórmula (2.2.11), dan una combinación lineal de funciones delta 
$ (y J- a) y 6 (y — a) con los coeficientes correspondientemente iguales a 3,8 
y 1/8. Por lo tanto, la densidad de la probabilidad de la magnitud aleatoria Y 
se puede expresar por la fórmula 


h= i utai waki wtata) 2243 


Do este modo, la magnitnd aleatoria Y tiene un conjunto discontinuo do 
posibles valores que llenan ci intervalo (—a, a) y, además, tiene dos valores 
especiales —a y a que tienen las probabilidades 3/8 y 1/3. 

Ejemplo 2.2.2. Según los requisitos, un sistema automático debo tener 
la duración de servicio to. Si durante este período de tiempo el sistema fala, 
éste so somote a la reparación y vuelvo a emplearso hasta que sirva el plazo £ 
Hallar la ley de distribución del tiempo de funcionamiento del sistoma desp 
de la primera reparación $. 
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lis evidente que la magnitud aleatoria S está ligada con el momonto del 
primer fallo del sistema 7 por la fórmula 
pe o si T> to 
-r si T<tw 


$ no puedo ser una magnitud negativa, Por eso, cuando s < 0, la función de 
distribución Fs (s) de la magnitud aleatoria S os igual a caro. Cuando s > 0, 


UN 


Fig. 2.2.6. 


ión F (0) del momonto del primer 


ella se expresa por la función de distrib 

fallo dol sistema 7: 

R= PS) PTEE PT >n PTE 
=1— Fla) 


Sustituyendo aquí la expresión (2.1.26) 
la duración del servicio sin fallos del 


ropia a la función do disteibución de 
istema T, obtendremos 


toza 
Piep {- j 204) si 0<r<te (22,14) 


De aquí se ve que cuando s — +0 la función de distribución del tiempo de fun- 
cionamiento del sistema después do la primera reparación $ tiendo a un valor 
distinto de cero: 


r uaz] 2000). 


Cuando s — le la función do distribución F; (s) tiendo a la unidad. Dorivando 


la fórmula (2.2.14) con respecto a s y teniendo en cuenta que F1 (s) = O, siendo 
s < 0, hallaremos la densidad de la probabilidad de la magnitud aleatoria S: 
to: 
h (9) =2 (fps) exp {- f LAOI a} +0(3)exp El ESO] a} . (2245 
è 


En el caso particular cuando la intensidad de fallos À (£) =A es constante, 
las fórmulas (2.2.14) y (2.2.15) toman la forma 


Fr(9=0 4079 si 0s Lio (2.2.16) 
fits) =2e MoA AS) si 0<5< to. (22.47) 
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En las figs. 2.2.5 y 2.2.7 se muestran los gráficos de la función de distribución 

y de la densidad de la probabilidad de la magnitud aleatoria S. En la fig. 2.2.7 

še indica convencionalmente por la ilecha vortical la función delta ò (5) con- 

tonida en la expresión de la densidad de la pro- 

babilidad. 50 
Vemos quo el tiempo de funcionamiento del 

sistema S, después de la primera reparación 

hasta el fin de la duración de servicio, representa 

una magnitud aleatoria mixta que cuenta con 

valores posibles que llenan continuamente el 


intervalo 0<s<to y con un valor posible —_——— a 
exclusivo s =0 que posee una probabilidad G t s 


distinta de coro. 


r) 


Fig. 2.2.9. 


con valores posibles que llenan continuamente todo el ejo numórico y con un 
valor posible cero exclusivo que tiene la probabilidad q. En las figs. 2.2.8 y 
2.2.9 se muestran los gráficos de la función do distribución F (u) y de la den- 
giad de probabilidad 7 (u) de la amplitud de la señal útil on el problema do 
letocción. 


Observemos que la condición de que la función delta sca unidi- 
reccional (2.2.2) es necesaria sólo para quo las fórmulas concernien- 
tes a las funciones de distribución y a las densidades de la probabili- 
dad concuerden con la definición adoptada (2.1.1) de dicha función. 
Por eso consideraremos que a esta condición la satisfacen solamente 
las funciones delta que forman parto de la expresión para las den- 
sidades do la probabilidad. 

En los problemas de Ja Teoría de funciones aleatorias y de la 
Teoría de dirección automática es cómodo considerar que la función 
delta es par. Entonces, en vez de (2.2.2), tendrán Ingar las ignalda- 


5 Cup. 2 Magnitudes aleatorias 


des 
0 z 


j O cualquier e>0. (2.2.48) 


Con ello, la función unidad escalonada 1 (z) se determina por la 
fórmula 


0 si z<0, 


19=92 si 2=0 2.19) 


1 si <>0 


En la fig. 2.2.10 se muestra el gráfico de la función 1 (2) de acuerdo 
con este caso. 

La función delta par se puede obtener, por ejemplo, como el 
límite do la densidad normal de la probabilidad cuando o — O 
[vónso la fórmula (21.47) 


b= i, (2.2.20) 


En efecto, para cualquier z 


0 esta función tiende a cero si O —> 0. 


Cuando z = 0 ústa crece infinitamente si g — 0. Por fin, para cual- 


y 
1 


quier e >0 


Si 00, esta expresión tiende a la u [véase la fórmula (2) 
del suplemento 1]. Esto se deduce también del hecho de que el área 
total dispuesta bajo la curva de la densidad de la probabilidad es 
igual a la unidad. 

Para lo ulterior necesitamos todavía representar la función delta 
par por la integral de Fourier. Para esto apliquemos la fórmula 


¡véase la fórmula (1) del suplemento 1]. Haciendo en esta fórmula 
y =ix, b= ol VÌ y sustituyendo la variable de integración t 
por la variable ©, obtendremos la representación de la función Sy (2) 
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por la integral de Fourier: 
{2.2.24} 


Al pasar aquí al límite para a — 0, obtendremos la incógnita repro- 
sentación buscada de la función delta por la integral de Fourier: 


AS f eos dw, (2.2.22) 


Al sustituir la función exponencial por su expresión medianto 
las funciones trigonométricas, según la fórmula de Euler 


elos = cos ox + isen or, (2.2.23) 
reduciremos la fórmula (2.2.22) a la forma 


$.) 


-Ù j cosordo+ 1 Î senvzdo]. 


Aquí la segunda integral es igual a cero como integral de la función 

impar en los límites simétricos. Por consiguiente, la función delta 

puede ser representada por la integral do Fourier en la forma real; 

1 N 1 e ó 99 Y 

b= į cosuzdo=L j cos wz do. (2.2.24) 
y 


Observemos que las integrales de las fórmulas (2.2.22) y (2.2.24) 
divergen, Por eso conviene entenderlas como límites de las integra- 
les convergentes correspondientes: de la de (2.2.21) y de la que se 
obtiene sustituyendo la función exponencial ex en (2.2.24) por 
la expresión (2.2.23). Las fórmulas (2.2.22) y (2.2.24) son útiles para 
muchas aplicaciones. En particular, las necesitaremos en el capítulo 5. 

lin las aplicaciones se necesita frecuentemonte valerse de las 
derivadas de la función delta. Formalmente se pueden definir como 
límites, cuando o — 0, de las derivadas correspondientos de la den- 
shlad germa de la probabilidad ôs (x) determinada por la fórmula 
(2.2.20). 

Cumpliendo en la fórmula (2.2.6) la derivación do la integral 
con respecto al parámetro z, obtendremos la fórmula 

a 2 
fros e-3a=-— PES Ea) dE =g (2), (2.2.25) 


válida para cualquier z, a < z < b y para toda función «p (2) que 
tiene continua la primera derivada. Prosiguiendo de tal modo, 
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obtendremos la fórmula 
è 
| omzet) d= 


Ñ 
D f POSE) de= a), (2.2.26) 


válida para cualquier z, a < £ < b, y para toda función q (z) que 
es continua junto con sus derivadas hasta el orden z inclusivo. 
La deducción dada de las fórmulas (2.2.25) y (2.2.26) no os rigu- 
rosa. Para deducirlas rigurosamente, es suficiente sustituir la fun- 
ción delta en las integrales precedentes por la densidad normal 
de la probabilidad 0, (z), que se determina por la fórmula (2.2.20), 
cumplir la integración por partes y luego pasar al límite para a > 0. 


$ 2,3. Momentos de una magnitud aleatoria 


En el $ 1,2. se indicó que como característica numérica experi- 
mental do nna magnitud aleatoria X puede servir su valor medio 
estadístico 


mi= Y ai AE" (ri), (2.3.1) 


donde zı, ... 2, son los valores tomados por la magnitud alesto- 
ria X como resultado del experimento y AF'* (z,) son los incremen- 
tos de la función ostadística de distribución en los puntos zy, .. «£n. 
Como resultado de las pruebas, toda magnitud aleatoria puedo tomar 
solamente un conjunto finito de valores. Sin embargo, teóricamente, 
los valores posibles de una magnitud aleatoria pueden continuamente 
distribuirse en cierto intervalo. Por eso, de análogo teórico del valor 
medio estadístico de una magnitud aleatotia X sirve la integral 


m= j zar ()= j zj (2) dz, (2.3.2) 


donde F (z) es la función de distribución de la magnitud aleatoria 
X y (2) es la densidad de la probabilidad de la misma. Esta magni- 
tud so llama esperanza matemática o valor medio de la magnitud 
aleatoria X *). La esperanza matemática de una magnitud aleatoria 
«es el resultado de la toma probabilística de todos sus valores posibles 


*) Si on la fórmula (2.3.2) la integral no existe, la magnitud alentoria no 
“tiene esperanza matemática. Sin embargo, tal caso casi no Se encuentra en los 
problemas de la práctica. 
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cuando el peso de cada uno de estos valores se toma igual a la den- 
idad de la probabilidad del mismo. 

Si los experimentos se repiten ilimitadamente, la frecuencia 
de que los valores do la magnitud aleatoria se encuentron en el inter- 
valo pequeño (£, z + Az) se estabilizará cerca del elemento de pro- 
babilidad correspondiente f (z) Az. Por eso el valor medio ostadístico 
mí tenderá a estabilizarse cerca de la esperanza matemática My. 

Designaremos la esperanza matemática de una magnitud aleato- 
ria X también por el símbolo M [X]: 


m, = MIX). (2.3.3) 

Al genoralizar la definición de la esperanza matemática, determina- 

remos la esperanza matemática de cualquier función, real o compleja, 
« (X) de la magnitud aleatoria X por medio de la igualdad 


Mi (X)= ij 4 (2) f (2) dz. (2.3.4) 


Esta determinación concuerda por completo con el sentido de 
la esperanza matemática: La esperanza matemática de una magnitud 
aleatoria q (X) se determina como su probabilístico valor medio 
pesado, cuando a cada valor posible y (z) de la misma so da el peso 
igual a la densidad de la probabilidad correspondiente / (2). 

Suponiendo en la fórmula (2.3.4) (z) = (r =1, 2...) 
determinaremos los momentos de una magnitud aleatoria X. Se lama 
momento inicial del orden r o sencillamente momento del orden r de 
la magnitud aleatoria X a la esperanza matemática de su r -ósimo 
grado: 


a =M)]X"= į a'f (2) de. (2.3.5) 


Es evidente que la esperanza matemática de la magnitud aleatoria 
X representa su momento de primer orden: my = ay. 

Los momentos de diferentes órdenes de una magnitud aleatoria 
pueden servir de características numéricas de la misma. En este caso, 
es evidente que una sola esperanza matemática no puede de ningún 
modo ser característica suficiente de la magnitud aleatoria, sino 
que determina solamente el valor medio cerca del cual so disporsan 
los valores posibles do dicha magnitud. Para caracterizar la fluctua- 
ción de la magnitud aleatoria es necesario valerse de otras caracte- 
ríst méricas. En el $ 1.2 ha sido introducida para este fin 
la dispersión estadística de la magnitud aleatoria determinada por 
la fórmula (1.2.17) ó (1.2.21). La característica teórica correspondien- 
te se obtiene sustituyendo en la fórmula (1.2.21) la suma por la inte- 
gral y el elemento de la frecuencia P* (2), por el correspondiente ele- 
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mento de probabilidad dF (z) = f (z) dz. Una característica teórica 
más amplia de la magnitud aleatoria la constituye el momento cen- 
tral de orden r que se determina por la fórmula 


P= M(X — ma)" $ (<—ma)" f (2) de. (2.3.6) 


En lo sucesivo nos encontraremos frecuentemente con la diferen- 
cia entre la maguitud aleatoria y su esperanza matemática, Por 
eso convengamos en llamar magnitud aleatoria centrada a esta dife- 
rencia y señalarla con un pequeño cero en calidad de índice superior 


X= X —ma (2.3.7) 


Entonces el momento central de orden r de una magnitud aleatoria 
X puede sor determinado como la esperanza matemática de r-ésimo 
grado de la correspondiente magnitud aleatoria centrada 


Br = M (XY. (2.3.8) 


De Ja fórmula (2.3.6) se deduce que para cualquier magnitud 
aleatoria el momento central de primer orden es igual a cero. El 
momento central de segundo orden puede ser tomado en calidad 
de la característica do fluctuación de los valores posibles de la mag- 
nitud aleatoria y se llama dispersión de la misma. Designaremos la 
dispersión de una magnigud aleatoria X con D [X] o más brove- 
monte con Dy. 


Da =D [X] =M (Xp? | (@— m) 1 (a) dz. (2.3.9) 


De esto modo, la dispersión de la magnitud aleatoria representa 
la esperanza matemática del cuadrado de la correspondiente magni- 
tud aleatoria centrada. 

Para tener una idea más clara acerca del sentido do la esperanza 
matemática y de la dispersión de la magnitud aleatoria, conviene 
aprovecharse de la analogía mecánica. Examinemos tal distribución 
de: la masa en una línoa recta (vástago) con la cual la densidad de la 
masa en cada punto es igual a la densidad de la probabilidad de la 
magnitud aleatoria. La masa distribuida on toda la recta será igual 
a la unidad en virtud de la propiedad (2.1.15) de la densidad de la 
probabilidad. Es evidente que entonces la esperanza matemática de 
la magnitud aleatoria representará la coordenada del centro de masas 
del vástago: 


R zj(zjdz > 
Te, m = ZE | zj (2) dr = my. (2.3.10) 


$ ids <e 
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De la fórmula (2.3.9) se vo que de análogo mecánico de la disper- 
sión de la magnitud aleatoria sirve el momento central de inercia 
del vástago. Cuanto mayor sea el grado de concentración de la masa 
cerca del centro de masas del vástago tanto menor será la dispersión 
de la magnitud aleatoria correspondiente. 

Aplicando la fórmula del binomio de Newton, se puede expresar 
todos los momentos centrales de una magnitud aleatoria por medio 
de los momentos iniciales de la misma. Le dejamos al lector que 
deduzca por sí mismo las fórmulas generales y nos limitamos a deducir 
la correlación entre la dispersión, la esperanza matemática y el 
momento de segundo orden de la magnitud aleatoria. En virtud de 
las fórmulas (2.3.2), (2.3.5) y (2.1.15) tendremos 


Dim pan f my dz= | (°— 2m4 m2) f (2) de = 
=a — mie mi=09— má 09 ad, 
De este modo, 
Ds =o =m}. (2.3.11) 

Esta fórmula es análoga a la fórmula conocida de la mecánica 
teórica que expresa el momento de inercia del cuerpo con respecto 
a cualquier eje por medio del momento de inercia respecto al eje 
paralelo que pasa a Lravés del centro de masas del cuerpo. 

La dispersión de la magnitud aleatoria tiene la dimensionalidad 
del cuadrado de la misma. Para los fines prácticos conviene más 
tenor la medida de fluctuación de la magnitud aleatoria cuya dimen- 
sionalidad es igual a Ja de esta última. En calidad de tal medida 
so toma la desviación cuadrático-media de la magnitud aleatoria que 
se detormina como la raíz cuadrada positiva de la dispersión do 
esta última. 


os =VD,;. (2.3,12) 


De modo análogo, en voz del momento inicial de segundo orden con- 
viene frecuentemente tomar la magnitud 


n=Va (2.3.13) 
que se denomina valor cuadrático medio de la magnitud aleatoria. 


Ejemplo 2.3.4. Para la magnitud aleatoria X distribuida uniformemente 
en el intervalo a < z < b, las fórmulas (2.1.18), (2.3.5) y (2.3.6) dan 


si r es impar 


Epp Sr es par 
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Ejemplo 2.3.2. La esperanza matemática y el momento inicial de segundo 
orden de la magnitud aleatoria X, distribuida según la ley de Rayleigh, de 
ucucrdo con (2.1.20), (2.3.2) y (2.3.5) so determinan por las fórmulas 


m= 2h? î ate? dz = ya . 
o pi 
Qa=2h3 î stdra 


Sustituyondo estas expresiones en la fórmula (2.3.14), hallamos la dispersión 
do lu magnitud uleatoria X: 


Diam (1-5) ea 


La esperanza matemática y la dispersión de la magnitud 
según la ley exponencial (2.1.22) se determinan por las fór- 


Ejemplo 2. 
aleatoria ropar 
mulas 


mk j zeta dz 


Dy=a— m= k f areh 5 
0 


thats 2.3.4. En las condiciones del ejemplo 2.2.4 la esperanza matemá- 
tien, el momento inicial de segundo orden y la dispersión de la señal de salida 
de un elemento no lineal son iguales a 

N 3 É 4: E a 

| vtt | sua | u- i= i 


Ejemplo 2.3.5. En las condiciones del ejemplo a esperanza mato- 
mática, el momento inicial de segundo orden y la el tiempo de 
funcionamiento $ de un sistema automático después de la primera reparación 
se determinan por las fórmulas 


t 
m= f a [he Aoa} ¿206 (s) aut (1 e^), 


Deduzcamos las fórmulas generales para la esperanza malemática 
y la dispersión de una magnitud aleatoria discreta. Basándose en 


rE 


canse las fórmulas (13) y (14) del suplemento 1. 
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lo expuesto en el párrafo anterior, la densidad de la probabilidad 
de una magnitud aleatoria discreta X se expresa, mediante sus valo- 
res posibles z: y las probabilidades correspondientes p;, por la 
fórmula (2.2.8). Sustituyendo la expresión (2.2.5) en la fórmula 
(2.3.2) para la esperanza matemática, obtendremos 


m= fa Brst—apa= 3 o E 


De aquí, en virtud de (2.2.6) obtenemos 
m= Ý piti (2.3.14) 
a 


De este modo, la esperanza matemática de una magnitud aleatoria 
discreta es igual a la suma de los productos de los valores posi 
de la misma por sus probabilidades. La fórmula obtenida se consi 
dera frecuentemente como determinación de la esperanza matemática 
de la magnitud aleatoria discreta. De modo semejante obtendremos 
la fórmula siguiento para la dispersión de wna magnitud aleatoria 
discreta X: 


pi (irma), (2.3.45) 
; 


La comparación de las fórmulas (2.3.14) y (2.3.15) con (1.2.16) 
y (1.2.19) respectivamente comprueba una vez más que la esperanza 
matemática y la dispersión son los análogos teóricos de la media 
empírica y de la dispersión empírica. En las fórmulas (1.2.16) y 
(1.2.19) los valores de las magnitudes aleatorias X y (X — mx)? 
obtenidos experimentalmente so multiplican por las frecuencias 
de estos valores halladas como resultado de pruebas. En las fórmu- 
las (2.3.14) y (2.3.15) los valores posibles de estas magnitudes se 
multiplican por las probabilidades de dichos valores. 


Ejemplo 2.3.6. Hallar la esperanza matemática y la sión de la mag- 
nitud aleatoria X subordinada a la distribución binominal (al númoro de vecos 
que se produce el acontecimiento al efectuar n experimentos Independientes). 
En el $ 1.4 se demostró que la probabilidad P,,,p de que cierto nconteci- 
el e pruchas independientes es igual a 


Pr, n=Coprgro (p49=4). 


Compongamos la función $ (u): 


S(0=(0+e90= Y Cita Y Pa, q, 
A das 
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Entonces obtendremos 


mem Si Pr nk 
2 


aam | e eS (0)] umi 2 Heh 


D, = npg- 


"(=p (api pa 
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n muchos problemas, como característica útil de la magnitud 
aleatoria sirvo su función característica. Se Mama función caracteris- 
tica de una magnitud aleatoria X a la esperanza matemática de Ja 
magnitud aleatoria compleja e4X considerada como función del 
parámetro A. Aplicando la fórmula (2.3.4), oblendremos la expresión 
siguiente para la función característica de la magnitud aleatoria X: 


de una ma; 


g0)=M[09]= f TETTA (2.4.1) 
Puesto quo | ex | = J para cualesquiera valores reales de A y £, 


entonces, en virtud de la propiedad principal de la densidad do la 
probabilidad (2.1.15), la función característica para cualquier valor 
real de 2 no sobrepasa en módulo a la unidad y es igual a la unidad 
cuando À = 0. 

La densidad de la probabilidad f (b) de una magnitud aleatoria 
continua X es función integrable no negativa en todo el eje numérico. 
Por eso, si es continua o tiene un número finito de puntos de discon- 
tinuidad, puede ser representada por la integral de Fourier *): 


I= 0 f Gat- (2.4.2) 


Se puede demostrar que esta fórmula es válida también en caso 
de que f (x) contenga una combinación lineal de las funciones del- 
ta**), De este modo, la fórmula (2.4.2) es válida para las densidades 
de las probabilidades de magnitudes aleatorias cualesquiera, Pero 
en virtud de (2.4.1) 


Unorrger Tapar. 


) G. T. Fiehtenkolz, Curso del Cálculo diferoncial e integral. Fizmatguiz, 
1959, cap. 19, $ 6. A 
>) Véase, por ejemplo, V. S. Pugachev. Teoría de magnitudes aleatorias 
y su aplicación en los problemas del mando automático. Fismatguiz, 1962, 
cap. 4. (Versión inglesa: V. S. Pugachow. Theory of Random Functions and its 
Application to Control Problems. Pergamon Press, 1965 chapt. 4). 
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Por eso la fórmula (2.4.2) puede ser escrita en la forma 
L= | 0) dh. (24.3) 


Esta fórmula expresa la densidad de la probabilidad de la magnitud 
aleatoria X por medio de su función característica. 

De este modo, ta función característica de una maguitud aleato- 
ria es su característica probabilística completa. Conociendo la fun- 
ción característica de la magnitud aleatoria, se puede hallar la den- 
sidad de la probabilidad de la misma y, por consiguiente, la fun-, 
ción de distribución, es decir, determinar por .completo la ley de 
distribución de la magnitud aleatoria. 

Las fórmulas (2.4.1) y (2.4.3) muestran que la función caracterís- 
tica y la densidad de la probabilidad de una magnitud aleatoria 


están onlazadas por un par de transformaciones recíprocamente 
inversas de Fourier. 


jemplo 2.4.1, Ta fuución caractorística de la di 
por la irmulia 


a 
M= Y Chpmgmei™ = (q4 pehn, (2.4.4) 


m0 


bución binomial se 


Ejemplo 2.4.2. ,La función característica de cualquior magnitud aleatoria 
discreta se expresa por la fórmula b 


¿0 $ m (2.4.5) 


donde zs, + + ., zn son los valores posibles de la magnitud aleatori 


Taney 
son les probabiilandos de estos valores. La Tórmala. (3.4.D) s våld tom biT 
cuando r = o, 


Ejemplo 2.4.3. La función característica de una magnitud aloatoria ro- 
partida uniformemente’ en el intervalo a < z< b liene la forma 


è 
1 
| nao eme, 


1 


80)=>3 


Ejemplo 2.4.4, La función característica de una magnitud aleatoria dis- 
tribuida según la ley exponencial se expresa por la fórmula 


k 
£0)=k f eTA dr = 5: (2.4.7) 


La función característica de la señal de salida Y en el ejem- 
ina por la fórmula 


A E Gid 


50938 
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Ejemplo 2.4.6. La función característica del tiempo S de funcionamiento 
del sistema automático después de la primera reparación, en el ejemplo 2.2.2, 
siendo constante la intensidad de los fallos A (} = e, tiene la forma 


[ee tto- y. 8 (s) ToDo] ds 


Los momentos de una magnitud alcatoria se expresan fácilmente 
por medio de la función característica de la misma. En efecto, deri- 
vando la fórmula (2.4.1) con respecto a %, obtendremos 


g (M=i $ zexj (1) dz, 


daer f atej (2) de 


y en goneral 


gua) f en, (a)dz (k=1, 2.. (2.4.10) 


Para 4 = 0 las integrales en los segundos miembros de las fórmulas 
obtenidas representan los momentos de la magnitud alealoria X. 
Por oso, suponiendo que en (2.4.10) A = 0, obtendremos 


a=) (k=4,2...). (2.414) 


Observemos que la derivación de la integral (2.4.1) con respecto 
al parámetro A bajo el siguo integral es posible solamente en caso 
de que, como resultado de la derivación, se obtenga una integral 
uniformemente convergente, es decir, si el momento correspon- 
diente de la magnitud aleatoria X existe. De este modo la fórmula 
(2.4,11.) determina todos los momentos existentes de la magnitud 
aleatoria X. 

Análogamente, por medio de la función característica se puede 
expresar los momentos centrales. Multiplicando la fórmula (2.4.1) 
por e-%: y derivando la igualdad obtenida con respecto a À, ten- 
dremos 


[e?e y) = 12 f (z— my)? PE d (a) de. 
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Suponiendo que aquí 2 = 0, obtendremos la fórmula siguiente para 
los momentos centrales de la magnitud aleatoria X: 


=p lgo (=2,3,...). (24.42) 


Ejemplo 2.4.7. Hallar la esperanza matemática y la dispersión del núme- 
ro X de veces que sucede cierto acontecimiento al efectuar n pruebas indepen- 
dientes, si para una sola prueba la probabilidad de que el acontecimiento 
produzca os igual a p. 

Derivemos la relación (2.4.4) 


E (0) = impo (q + pea 
8 0) = Empelk (q + pen- (q + npe”). 
Entonces, según las fórmulas (2.4.1t) y (2.3.11), obtenemos 


m=0=l g(0=n0p, 


a ()—np(a+np), De=0—0=npq. 


Lo dejamos al lector que por sí mismo calculo Dy = pz aplicando la fórmu- 
a (2.4. 
Cjan pio 24.8. Hallar la sepecanza 'mutstaática yila dispersión de una 
magnitud aleatoria X uniformemente repartida. 

Escribamos la fórmula (2.4.6) en la forma 


e pa ces (Mya 
¿== Ter 2 paje 
ta 


Do aquí por derivación hallamos 


(aye 


0 [zea 3 ¿y e]. 
kal 


CEES A ias]. 
A 


Supongamos que aquí A = 0 y sustituyamos las expresiones obtenidas en 
2.4.11). 


Entonces obtendremos 


a (44, 


i 4 1 
Put 


1 
E =g 6. 


5e 
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$ 2.5. Ley normal de distribución (Ley de Gauss) 


La densidad de la probabilidad de una magnitud aleatoria X 
normalmente repartida se exprosa por la fórmula 


(2.5.1) 


con la que nos conocimos en el $ 2.1. En la fig. 2.5.1. se muestra 
la curva que representa esta densidad de la probabilidad. La curva 
es simétrica respecto al punto z = a. Por eso el parámetro a se llama 


Fig. 2.5.1. 


centro de distribución o centro de dispersión. Cuando z = a, la orde- 
nada de'la curva de la densidad normal do la probabilidad es igual 
1 


a Al disminuir ø, esta ordenada crece ilimitadamente. En 


este caso la curva va achatándose a lo largo del oje de abscisas de modo 
que su área queda igual a la unidad (fig. 2.5.2). Esto se deriva de 
la fórmula 


Ya 


j O 


para h = 1/0 VŽ, cuya deducción se expone en el suplemento 1, 
De este modo, al disminuir ø, la densidad de la probabilidad en el 
centro de dispersión crece y en los demás puntos, a partir de cierto 
valor de a, se reduce. Con otras palabras, al disminuir o disminuye 
la dispersión de los valores posibles de la magnitud aleatoria. 

La ley normal de distribución esta muy difundida en los proble- 
mas prácticos. Por eso se ha hecho muchas tentativas de deducirla 
teóricamente basándose en hipótesis inicialos sencillas, Varias deduc- 
ciones de la ley normal de distribución fueron ofrecidas por Gauss. 
Sin embargo, la base de todas estas deducciones la constituyen tesis 
que ellas mismas deben ser aún fundamentadas. Fue Liapunov el 
que por primera vez llegó a aclarar las causas de la amplia difusión 
de la ley normal de distribución. Este científico demostró que si 
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una. magnitud aleatoria puede considerarse como la suma de un 
gran número de pequeños sumandos; entonces, al ser las condiciones 
lo suficiente comunes, la ley de distribución de dicha magnitud se 
aproxima a la normal sin que importe cuales:sean las leyes de distri- 
bución de los sumandos tomados por separado. Puesto que práctica- 
mente las magnitudes aleatorias, en la mayoría de los casos, suelen 
ser el resultado de la acción de un gran número do diferentes causas 
(véase el $ 1.1.), la ley normal resulta ser el principio de distribu- 
ción más difundido. No obstante, en muchos problemas se pueden 
encontrar leyes de distribución distintas de la normal. Nos hemos 
convencido ya de esto en los ejemplos de los $$ 2.1 y 2.2. 

Hallemos los momentos de una magnitud aleatoria normalmente 
repartida. Para esto hagamos uso de las fórmulas siguientes cuya 
deducción se expono en el suplemento 1: 


farjrrda=0  (k=1,2,...), (2.5.3) 


$ en di EY (k1, 2.) (25.4) 


donde con (2% — 1)I! se designa el producto de todos los números 
enteros impares a partir de 1 basta de 2% — 

De acuerdo con (2.3.2) y (2.5.1) la esperanza matemálica de una 
magnitud aleatoria normalmente repartida se expresa por la fórmula 


ms = — ĵ ze TA dz. (2.5) 
Sustituyendo las variables £ = z — a y valiéndose de las fórmulas 
(2.5.2) y (2.5.3) siendo k = 1, h = 1/0 VZ, obtendremos 


> a 
Y $ (+0 ¿TT de= 


Este resultado podía ser previsto de antemano, teniendo en cuenta 
la simotría de la distribución normal con respecto al centro de distri- 
bución a. 

Para determinar los momentos centrales, apliquemos la fór- 
mula (2.3.6). Sustituyendo en esta fórmula la expresión (2.5.1) de 
la densidad normal de la probabilidad y teniendo en consideración 
2.5.6), obtendremos 
s a 
$ (ray e m dz= 


(2.5.6) 


E e 
e 5 
VA Ja T dt. (2.5.7) 
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En virtud de la formula (2.5.3) esta integral para todos los valore 
impares de r es igual a cero. Por consiguiente, todos los momente 
centrales de los órdenes impares de una magnitud normalmente.distri 
buida son iguales a cero: 
laa=0 (k=4,2...). s$ 
Si r = 2k es par, entonces haciendo uso de la fórmula (2.5.4) pata 
h = 1/0 VŽ, obtendremos de (2.5.7.) 
Pa = (2k — Milo? = 4.3.5... 

L.. Bk i)o? (=14,2,...). (2.5.9) 

En particular, para la dispersión y la desviación cuadrática media 


de una magnitud aleatoria X repartida normalmente, obtendremos 
las fórmulas 


D, =p =0, 0.=VD,=0. (2.5.10) 

De esto modo, el parámetro a on la expresión (2.5.1) do la ley nor- 

mal de distribución representa la desviación cuadrática media de la 
siogo aleatoria. 

asándose en la primera de estas fórmulas, la expresión (2.5.9) 

pora los momentos de los órdenes pares se puede escribir en la forma 

paw (24) 1 DE=4:3-5...(2k—1)DÉ > (k=1,2,...) 

(2.5.11) 

Pues bien, todos los momentos de los órdenes pares de la magoitud 

aleatoria normalmente repartida se expresan por medio de su disper- 

sión. 
Sustituyendo cn (2.5.1) la expresión del parámetro o en función 


de la dispersión de la primera de las fórmulas (2.5.10) y teniendo 
en cuenta (2.5.6), obtendremos 


Mo (2.5.12) 


Esta fórmula muestra que la ley normal de distribución se determina 
por completo por la esperanza matemática y la dispersión de la mag- 
nitud aleatoria. Así pues, la esperanza matemática y la dispersión 
caracterizan de un modo completo la magnitud aleatoria normal- 
mente repartida. Claro está, que en el caso general, cuando el carác- 
ter de la ley de distribución es desconocido, para determinar esta 
última no basta saber la esperanza matemática y la dispersión. 
Sustituyendo en (2.5.12) D, por oż, expresemos la densidad 
normal de la probabilidad por medio de la esperanza matemática 
y la desviación cuadrática media de la magnitud aleatoria: 
omo 


== mes”, (2.5.13) 


$ 2.5. Ley normal de distribución (ley de Gauss) a 


Hallemos la función característica de una magnitud aleatoria 
X normalmente distribuida. Para esto sustituyamos la expresión 
(2.5.42) de la densidad de la probabilidad en la fórmula (2.4.1). 
Entonces obtendremos 


La última integral se puede calcular por la fórmula 


x A 
$ pr Ya Te, 


cuya deducción se da en el suplemento. Aplicando esta fórmula, obten- 
diremos 


1 
¿y i (2.5.14) 

Le dejamos al lector obtener independientemonte con ayuda 
de la función caractorística hallada, las fórmulas, anteriormente 
deducidas, para los momentos centrales de la magnitud aleatoria 
normalmente distribuida. 

Deduzcamos ahora Ja fórmula para la probabilidad de que los 
valores de una magnitud aleatoria X normalmente repartida se en- 
cuentren en el intervalo dado (a, f). Sustituyendo la expresión 
(2.5.13) de la densidad normal de la probabilidad en la fórmula 
(2.1.16), obtendremos 

B 
fe 
E 


Img 


Pla<X<B) de. 


Después de sustituir las variables z = 


, esta fórmula toma 
la forma 


Pla<X<B)= (2.5.15) 


Esta integral no se expresa por medio de las funciones clementales- 
Por eso, para calcularla, se introduce una función mueva 


s 2 
E pe (2.5.16) 


72 Cap. 2 Magnitudes alegtorias 


Esta función se denomina función de Laplace o integral de las proba- 
bilidades. Para ella están preparadas Tablas semejantes a lay, bien 
conocidas Tablas de Logaritmos y Funciones Trigonométricas. La 
Tabla de la Función de Laplace se da al final del libro. Aplicando 
la función de Laplace, se puede escribir 


Pm 
ee 22 
į iF 


Fri (E) =o (522). (2,547) 


Al sustituir esta expresión en (2.5.15), obtendremos 
Pla<X<B)=0w (62) —o (==) <. (2.5.48) 


Domostromos ahora que la función @ (u) es impar. Tenemos 
¡ES 

0(—u)= ez dz. 2.5.19, 

r E (2.549) 

Al ofectuar aquí la sustitución de las variables ¿ = — z y al tener 

en cuenta (2.5.16), obtendremos 


ojo 


di= — U (u), (2.5.20) 


lo que demuestra la imparidad de la función WD (u). 

En el caso particular, cuando el intervalo (a, B) es simétrico 
con respecto al centro do dispersión, las magnitudes a y $ pueden 
ser expresadas en la forma a = My — £, P = m+ e, donde e > Q, 
y la fórmula (2.5.18) toma la forma 


P(X—m,]<e)=0(L)-0 (-H)- (2.5.21) 


De aquí, teniendo en consideración la imparidad de la función 
© (u), obtendremos 
P(|X— mr] <e) = 20 (E) e (2.5,22) 


Las fórmulas (2.5.18) y (2.5.22) dan la posibilidad de calcular con 
ayuda de la Tabla de la Función ® (u) de la probabilidad de que 
los valores de una magnitud normalmente repartida se encuentren 
en cualquier segmento asignado de antemano del eje numérico. 
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Ejemplo 2.5.1. Hallar la probabilidad de que el valor, que toma una 
magnitud aleatoria X normalmente repartida como resultado, do la, prioba, 
será no menor de f Sy no mayor de 7 m, si la esperanza matemática do la misma 
es igual a 3 m y la des ión cuadrática media es igual a 2 m. 

Según la fórmula (2.5.18), teniendo en cuenta la imparidad de la función 
do Laplace y empleando la Tabla de la Función de Laplace, hallamos 


PAZX<=0 (5 )0(2)- 


=0 (240 (1)=0,41724-0,8413==0,8185. 


Ejemplo 2.5.2. En las condiciones del ejemplo anterior hallar la probabi- 
lidad de que la magnitud aleatoria X tome un valor no menor de 2 m y no mayor 
lo 


¡torvalo (2,4) es simétrico con respecto al punto z = 3 siendo € = my — 

— a =f — mz = 1. Por eso hacemos uso de la fórmula (2.5,22). Entonces, 

emplean da la Tabla de la Función de Laplace, obtendremos 
PAOSZX<4=P(1X-—31<1) = 2 (0,5) = 0,3830. 

Ejemplo 2.5.3. Hallar las probabilidades pi, pz, pa, ps do que los valores 
de una magnitud aleutoria normalmente repartida Se encuentren en los segmon- 
tos de 20,, 40x, 60,, 80, de longitud dispuestos simútricamente con respecto al 
centro do distribución. Por la fórmula (2.5.22) hallamos 

Pr = P (| X — my | < kog) = 20 (4). 
En la Tubla encontramos O (1) = 0,3413; ®@ (2) 0,4772; ®% (3) = 0,49865; 
aD (4) = 0,499968. Por consiguiente, las probabilidades buscadas son p, = 
=. 0,6826; pa = 0,9544; ps = 0,9973; p, = 0,999936. 

'Así pues, solamente cerca del 32% de los valores de la magnitud alcatoria 
normalmente repartida se desvía de su esperanza matemática más que en Ox; 
solamen! erca del 5% so desvía más que en 20, solamente cerca de un 0,3% 
so desvía más que en 30, y solamente cerca del 0,006% so desvía más que on 
40,. Esto da lugar a que en la mayor parte de los problemas de la práctica se 
consideren prácticamente imposibles, para la magnitud aleatoria normalmente 
repartida, las desviaciones que superen 30y y so consideron limitados por el 
intervalo” (me — 307, ma E 309) todos los" valores prácticamente posibles de 
a nisma. 
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Supongamos que ciertos acontecimientos sucedan en los momen- 
tos aleatorios continuamente repartidos en el eje numérico. Tales 
acontecimientos forman una secuencia de sucesos llamada habitual- 
mente flujo de acontecimientos. En calidad de ejemplo de un flujo 
de acontecimientos pueden servir las llamadas de los abonados en 
una central tolefónica, pasos de los medios de transporte por un cruce, 
fallos de los elementos de algún sistema técnico. 

En muchos problemas de la práctica se puedo considerar que 
el fInjo de acontecimientos satisface las condiciones siguientes: 

4) si (t ta) y (ta, t) son cualesquiera intervalos de tiempo no 
sobrepuestos, entonces, la probabilidad de que se produzca cualquier 
número de acontecimientos en el transcurso de uno de dichos inter- 
valos no depende de cuántos acontecimientos ocurren en el teans- 
curso de otro; 
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2) la probabilidad de que un acontecimiento se produzca en el 
transcurso de un intervalo de tiempo infinitesimal (f, £ + A) es una 
infinitesimal de orden At; 

3) la probabilidad de que se produzca más de un acontecimiento 
en el transcurso del intervalo de tiempo (2, £-+ At) es una infini- 
tesimal de orden superior en comparación con At. 

Es evidente quo el número de acontecimientos que suceden duran- 
te cualquier intervalo de tiempo (ty, 2) representa una magnitud 
aleatoria discreta cuyos valores posibles son todos los números 
enteros no negativos O, 1, 2, ... Designemos esta magnitud alea- 
toria por X (t) y la probabilidad de que ésta tomo el valor de m 
designémosla por Pm (to, £) o, más brevemente, por Pm (6): 


P (X = m) = Pm (to, t) = Pm (0) 
(m=0, 1,2. (2.6.1) 
Hallemos la ley de distribución de esta magnitud aleatoria, 
Para calcular las probabilidades Pm (f), demos al argumento £ 


un incremento infinitesimal At. De acuerdo con las dos últimas 
condiciones superpuestas en el flujo de acontecimientos 


pi(t, 1480) =v (6) At+0 (48), i 


> 2.6.2) 
2 Pr (t, £-+ At) = o (At), eaa 


donde y (t) es cierta función no negativa que consideraremos conoci- 
da*). Calculemos primeramente po (f). Para ello observemos que 
Po (t + At) es la probabilidad de que dos acontecimientos coinci- 
dan: ningún acontecimiento se produce en el intervalo (to, t) ni 
en el intervalo (£4, £-+At). Según la primera condición estos dos 
acontecimientos son independientes. Por eso 


Po (t+ At) = po (£) po (l, t+ At). (2.6.3) 
Pero en virtud de (2.6.2) 
Po (t, t + At) = 1 — v (9 At +o (At). (2.6.4) 


Sustituyendo esta expresión en (2.6.3), obtendremos 
Po (t + At) = po (1) — Po (1) y (1) At + o (48), 


*) Con el símbolo o (Ai) se desig: 
nitesimal de orden Superior en compar: 
otai) 
im LR 
in a 0 
Es ovidente que la suma de cualquier númoro finito de tales magnitudes es 
también la magnitud o (49. 


-ualquiera (nọ una concrota) infi- 
con At, así que 
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de donde m 
pttm (o) polt 
Pasando al límite cuando At —> 0, obtendremos 
ps (t) = — vy (6) po (8). (2.6.5) 


Así pues, para la probabilidad incógnita po (t) hemos recibido 
una ecuación diferencial lineal homogénea de primer orden. Para 
hallar la condición inicial que determina a la constante de integra- 
ción, basta tomar en la fórmula (2.6.4) £ = fọ y pasar al límite 
cuando At 0. 
Entonces obtendremos 

Po (t) = 4. (2.6.6) 


Para componer las ecuaciones para las demás probabilidades 
Pm (t), observemos que m acontecimientos pueden suceder en el 
intervalo de tiempo (to, ¿ + Af) por uno de los m + 4 procedimien- 
tos incompatibles siguientes: todos los m acontecimientos se pro- 
ducen en el intervalo (Zo, t); m — 1 acontecimientos, en el inter- 
valo (to, 2) y uno, en el intervalo (f, £+ At); m — 2 acontecimien- 
tos ocurren en el intervalo (to, t) y dos, en el intervalo (t, t + At); 
todos los m acontecimientos se producen en el intervalo (t, £+ Al). 
Por eso, basándose en el principio de la adición de probabilidades 
de los acontecimientos incompatibles y en el de la multiplicación 
de las probabilidades para los acontecimientos independientes 


Pm (t + At) = Po (0) po (f, t+ Ai) + Pmi (0) pi (bs t+ 
+ADR ... + Pol) Pm (t, t+ AD). 


Sustituyendo aquí la expresión (2.6.2) y uniendo todas las infinite- 
simales de orden superior por un solo símbolo o (At), obtendremos 


Pm (t + Al) = Pm (0) + WPm- (t) — Pm (0) v (0 A t-A- 
+o (5i), 


de dondo 
Pn EEAS 0) [pms ()— pn (014 22 
Al pasar al límite cuando A£= 0, obtendremos 
Pia (£) = V (t) [Pm-s (£) — Pm (t))- (2.6.7) 


Así pues, para determinar todas las probabilidades pm (t) hemos 
obtenido una cadena de ordinarias ecuaciones diferenciales linea- 
les de primer orden. Para hallar las condiciones iniciales, basta 
tomar en (2.6.2) £= to y pasar al límite para A£=-0. Entonces 
obtendremos 


Pm (t) =0 (m=1,2,. (2.6.8) 


76 Cup. Y Magnitudes aleatorias 


Hagamos en las ecuaciones (2.5.5) y (2.6.7) la sustitución de las 
variables 


f 
A= į v(1) dr. (2.6.9) 
i 


Esto os posible ya que la fuación v (£) no es negativa, en virtud de 
lo cual A es la función no decreciente monótona ?. Teniendo en con- 
sideración que en virtud de (2.6.9) dìà/dt = v (t), esceibamos las 
ecuaciones (2.6.5) y (2.6.7) respectivamente en la forma 


=—pm (2.6.10) 


dh 
e — ptm md do (284) 


Integrando la ecuación (2.6.10) y teniendo en cuenta la condición 
inicial que se deriva de (2.6.6) y (2.6.9): po = 1 para à == 0, obten- 


dremos 
Po = e>. (2.6.12) 


Luego, integrando sucesivamente las ecuaciones (2.6.11) que corres- 
ponden a m = f, 2, .. . y teniendo en cuenta que en virtud de 
(2.6.8) y (2.6.0) pi = pa =... = 0 para À = 0, Jlegaromos a la 
fórmula general 


per (m=0,1, 2,0. (2.6.43) 


En electo, suponiendo que la fórmula (2.6.13) os válida cuando 
m = k y sustituyendo la espresión (2.6.13) de la probabilidad pa 
en la ecuación (2.6.11) correspondiente a m = k-+1, obtendremos 
para la probabilidad pası la ecuación 
ñ 
Pin = per — pres (2.6.14) 


Es fácil convencerse, haciendo la sustitución directa, que la inte- 
gral de la ecuación (2.6.14), que se convierto en cero para A = 0; 
so expresa por la fórmula 


Ma, 
Phage 

Así pues, la fórmula (2.6.13) es válida para m = k + 1, si ésta es 

válida para m = k. Pero la fórmula (2.6.12) deducida anteriormente 

muestra que la fórmula (2.6.13) es válida para m = 0. Por consi- 

guiente, la fórmula (2.6.13) es válida para cualquier m. 

La fórmula (2.6.13) determina por completo la ley de distribu- 
ción del número X de acontecimientos que se producen en el trans» 
curso del intervalo de tiempo dado (tọ, 1). Esta ley de distribución 
so llama ley de Poisson. 
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Aclaremos el sentido del parámetro A. Para esto caleulemos la 
esperanza matemática del número de acontecimientos que se pro- 
ducen durante el intervalo de tiempo (ĉo, 1). Valiéndonos de la fór- 
mula general (2.3.14) para la esperanza matemática de una magui- 
tud aleatoria discreta y la fórmula (2.6.13), obtendremos 
M1xX]= Y mpm=0-p0+ Y) mpn= 


m=0 


La serie del segundo miembro de esta igualdad representa la descom- 
posición conocida de la función exponencial e», Por lo tanto, 


M IXI =A. (2.6.15) 


Pues bicn, el parámetro A representa la esperanza matemática de la 
magnitud aleatoria repartida según la ley de Poisson (del número 
de acontecimientos en el intervalo de tiempo dado). 

De lo demostrado y de la fórmula (2.6.9) se deduce que la magni- 
tud Ad = v (£) Al on el punto do continuidad ż de la función v (£) 
representa, con una exactitud hasta infinitesimales de órdenes supe- 
riores, la esperanza matemática del número de acontecimientos que 
se producen en el transcurso de un intervalo de tiempo infinitesimal 
At. Por consiguiente, la magnitud ví = dA/dt representa la veloci 
dad media de producción de los acontecimientos o el número medio 
de acontecimientos que suceden en la unidad de tiempo. Por eso la 
magnitud v (1) se denomina densidad media o intensidad del flujo 
de acontecimientos 

Los flujos de acontecimientos del tipo examinado se llaman 
poissonianos, puesto que el número de acontecimientos que se pro- 
ducen en el transcurso de cualquier intervalo de tiempo represent: 
para tal flujo una magnitud alealoria repartida según la ley de Pi 
son. 


mplo 2.6.1. Hallar la ley de distribución del número de electrones 
por el cátodo de un tubo electrónico durante el intervalo de tiempo t, 
Jo que la cantidad media de electrones quo Se emiten en la unidad de 


suponiend 
tiempo es igual a v. ji 
En vista de que la cantidad total de electrones emitidos por el cátodo os 


enorme, el problema dado convieno por completo al esquema de surgimiento de 
la distribución de Paisson. Es decir, se puede considerar que para una infini 
tosimal r la probabilidad de que durante este intervalo so emita un electrón es 
una present g de orden r y la probabilidad de que en el transcurso del intervalo 
Tse haya lanzado más de un electrón debe ser una infinitesimal de segundo orden 
puesto que prácticamente es imposible que estrictamente en un instante se lan, 


18, Cap. 2 Magnitudes aleatorias 


cen dos electrones o más, Si tomamos distintos intervalos de tiempo no sobre- 

puestos, entonces se puede con suficiente evidencia considerar que la cantidad 

le electrones lanzados durante uno de estos intervalos no influye en las pro- 
habilidades para los diferentes valores del número de electrones omitidos en el 
transcurso de otro intervalo do tiempo. Ahora bien, prácticamente so cumplen 
todas las condiciones del problema examinado y el ilujo de electrones se puede 
konsiderar poissmiano. Para aprovecharse do la ley de Poisson, hay que hallar 
la esperanza matemática del número de electrones emitidos durante el intervalo 
de tiempo r, es decir, el número medio de electrones emitidos en el transcurso 
del tiompo t. Como, según la condición, en la unidad de tiempo so lanzan por 
término medio v electrones, en el transcurso del tiempo t so lanzarán por tér- 
mino medio vr electrones. Por eso, en el caso dado, A = vr. Sustituyendo esta 
expresión en Ja fórmula (2.8.13), obtendremos 


ban 
mI 
a por completo la ley de distribución del número de 
electrones emitidos por el cátodo durante el intervalo de tiempo t. 

Ejemplo 2.6.2. En condiciones del ejemplo anterior hallar Ja loy de distri- 
bución del intervalo do tiempo entre dos instantes sucesivos de omisión de 
rones, 

En virtud 
el intervalo de tiemp 
electrones es un; 


(2.6.10) 


ev" (m=0, 1, 2, 


Esta fórmula determi 


que los electrones se lanzan del cátodo en instantes aleatorios, 

“entre dos momentos sucesivos del lauzamionto de log 
Según la definición, la función do distri- 
bución de la mu senta la probabilidad de que el intervalo 
T entro dos ins ón de electrones será monor que t, es decir, 
la probabilidad de que en el intervalo de duración £ se lance, por lo menos, un 
electrón. Según la fórmula (1.3.4) que enlaza las probabilidades de acomteci- 
mientos contrarios 


PTOS PTS) 


La probabilidad, P (7 > 1) de que durante el tiempo £ no so Jance dol 
ni un solo electrón se puedo determinar por la fórmula (2.6.16) del ejemplo 
rior, tomando t= t, m = 


Pr>9= e. 


Por eso 
FPOQ=P(T<I=1-eY% 


Derivando esta fórmula con respecto a £, hallamos la densidad de la probabilidad 
de la magnitud oleatoria 7: 
10=F (y = ve. 


Las fórmulas obtenidas determinan la función de distribución y la donsidad de 
la probabilidad del intervalo 7 entre dos instantes sucesivos do omisión do 
clectzones para t > 0. Puesto que la magnitud del intervalo 7 no puedo ser 
negativa, entonces, para t< Ù tenemos 
H0=0, F(0=0. 

Como vemos, el intervalo de tiempo entro dos lanzamientos sucesivos de 
electrones está ropartido según la ley exponencial. , 

Ejemplo 2.6.3. Hallar La loy de distribue del número de Mumadas a la 
central telefónica durante ol intervalo de tiempo dado (ts, ta); 

Este problema se distingue del anlerior solamente por el hecho de que no 
podemos considerar que el número medio de llamadas en la unidad de tiempo 
Sea independiente de la hora del día, Por eso debemos admitir que el número 
medio de Hamadas v en la unidad de tiempo depende del instante £. Más pre- 
cisamente, el número modio de llamadas en el transcurso de un intervalo infi- 
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nitesimal de tiempo (£, t + dí) se debe tomar igual a y (£) dt, donde la intensidad 
del flujo de llamadas v (1) es la función de tiempo dada, 

Es evidente que en el problema en cuestión también se cumplen práctica- 
mente las condiciones en las cuales es válida la ley de Poisson. La probabilidad 
do cualquier númoro de llamadas duronto el intervalo de tiempo (i, t2) puedo 
ser considerada independiente de cuántas llamadas lleguen en el transcurso do 
otros intervalos de tiempo que no se sobreponen al intervalo (t4, ta). La llamada 
simultánea a la estación efectuada por más que un abonado es prácticamente un 
acontecimiento imposible y la probabilidad do una llamada durante un inter- 
valo de tiempo infinitesimal de puede considerarse como una infinitesimal do 
orden di. 

Para aplicar la fórmula (2.0.13), es necesario calcular el número medio de 
Mamadas en el transcurso del intervalo de tiempo (ts, f3). Es evidente que esto 
número es igual a 


a 
a= venas 
E 


Sustituyendo esta expresión en la fórmula (2.6.13), hallaremos la probabilidad 
buscada de que se reciban m llamadas durante ol intervalo de tiempo (f, t3): 


+ (fuma {-froa}. 
ù i 


En conclusión observemos que muchos otros problemas de la 
práctica también llevan a la ley de Poisson. Así, por ejemplo, si 
ciertos puntos se reparten aleatoriamente por cierta parte de un 
plano o del espacio de modo que se cumplen las tres condiciones a 
las cuales debe satisfacer el flujo de acontecimientos, entonces el 
número de puntos que se encuentran en cualquier zona del plano 
(del espacio) representa una magnitud aleatoria repartida según 
la ley de Poisson, En este caso, la integral de la densidad media de 
puntos, extendida a la zona dada, representa la esperanza matemá- 
tica de la cantidad de puntos que van a parar en esta zona. 


CAPITULO 3 


Magnitudes aleatorias vectoriales 


$ 3.1. Función 
de un 


de distrib 


ión y densidad de probabilidad 
ector aleatorio 


En algunos problemas hay que considerar conjuntamente varias 
magnitudes aleatorias. El conjunto de cualquier número n de magni- 
tudes aleatorias X4, X2, . + -, An es conveniente considerarlo como una 
sola magnitud aleatoria vectorial n — dimensional X cuyas compo- 
nentes son las magnitudes Xy, Xz, .. ., Xn. En este caso hay que 
tener en cuenta que solamente en los casos cuando n = 2 y n = 3, 
con la noción de vector se pueden ligar representaciones geométricas 
directas. Así, por ejemplo, dos magnitudes aleatorias X, Y siempro 
se pueden considerar como coordenadas cartesianas rectangulares 
de un punto aleatorio en el plano. El radio vector de este punto con 
respecto al origen de coordenadas representa un vector aleatorio 
bidimensional con las componentes X, Y. De modo análogo, tres 
magnitudes aleatorias se pueden considerar como coordenadas car- 
tesianas rectangulares de un punto aleatorio, en el espacio tridimen- 
sional. El vector con más de tres componentes no se puede represen- 
tar geomótricamente de un modo evidente. Por eso el vector aleato- 
rio X con un número de componentes p > 3 debe comprenderse sim- 
plemente como el conjunto de magnitudes aleatorias escalares que 
uo tienen una representación geométrica directa. Para mayor simpli- 
cidad y claridad, nos limitaremos al estudio de los vectores aleato- 
rios bidimensionales. Sin embargo, todas nuestras deducciones se 
pueden extender [ácilmente a los vectores aleatorios con un número 
cualquiera de componentes. 

Se llama función de distribución de un vector aleatorio bidimen- 
sional con componentes X, Y o función conjunta de distribución de 
dos magnitudes aleatorias X y Y a la probabilidad de que se cum- 
plan conjuntamente las desigualdades X < z, Y < y, considerada 
como función de dos variables z, y: 


x<z ) 
Y<y 
Desde el punto de vista geométrico, la función de distribuci: 
un vector aleatorio bidimensional (X, Y) representa la probabilidad 


de que un punto aleatorio en el plano se encuantre en el cuadrante 
(cuarta parto del plano), con el vértice en el punto (z, y), dispuesto 


F (z, y) = P ( 
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a la izquierda y debajo del punto (z, y) (fig. 3.1.1). Conociendo la 
función de distribución del vector aleatorio F (z, y), se puede cal- 
cular la probabilidad de que el punto 

aleatorio se encuentre en cualesquiera 
zonas rectangulares. 


Ejemplo 3.4.4. Es fácil vor que da pro- 
habilidad de que el extremo del vector alea- 
torio (X, Y) se encuentre en la mitad som- 
brenda de la banda, mostrada en la fig, 3.4 
so expresa mediante la función de dist 
ción por la fórmula 


X<z 

vY <ð 

Ejemplo 3.1.2. El rectángulo mostrado en la fig. 3.1.3 se puedo considorar 
como la diferencia de dos semibandas infinitas del tipo examinado en el ejemplo 


) =P 06. 042) Fig. 3.4.1. 


d de que el 
liante la 


p CS TS 5 == PB, d) — F (B, y) — F (a, D) + Fay. (44.3) 
Lo mismo que para una magnitud aleatoria escalar se puede 
definir la densidad de la probabilidad de un vector aleatorio, Se 
llama densidad de la probabilidad de un vector aleatorio (X. Y) 
o densidad conjunta de la probabilidad de dos magnitudes aleatorias 
X o Y al límite de la relación entre la probabilidad de que su extro- 
mo se encuentre en mna zona infinitesimal y el área de esta zona 
al contraer esta última en un punto: 
( <X<z4+Az 
y SY <y+s 


1, A u (51.4) 


En virtud de esta definición, la magnitud f (z, y) dz dy representa, 
con una exactitud hasta infinite ales de órdones superiores, la pro- 
babilidad de que un punto aleatorio (X, Y) se encuentre en el roctá 
gulo infinitesimal cuyos vértices se hallan en los puntos (z, y), 


60938 
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(z+dz, y), (£, y-+dy), (e+dz, y + dy). Debido a esto, la pro 
babilidad de que un punto aleatorio S con las coordenadas X, Y se 
encuentre en una zona cualquiera B del plano (fig. 3.1.4) es igual 
ala integral de la densidad de la probabilidad extendida a la zona B*): 


P(SEB)= | | 12, Pdz dy. (8.4.5) 
A 


Puesto que la integral definida no depende de 
cómo están designadas las variables de inte- 
gración, la fórmula (3.1.5) puede ser escrita 
en la forma 


P(SEB)= | 10, v) dudo. — (3.4.6) 
y 


ERA La función de distribución del vector alea- 

torio (X, Y) representa la probabilidad de 

que ol punto aleatorio (X, Y) se encuentre en el cuadrante con el 

vórtice en el punto (z, y) (fig. 3.1.1). Por eso, aplicando la fórmula 

(3.1.6) podemos expresar la función de distribución del vector alea- 
torio por medio de la densidad de la probabilidad del mismo: 


z, 
F(z, y)= ji | 4u, v) dudo, (8.1.7) 


De la fórmula (3.4.7) se puede obtener también la correlación 
inversa, es decir, la expresión de la densidad de la probabilidad 
del vector aleatorio (X, Y) por medio de su función de distribución. 
Para esto es suficiente derivar la fórmula (3.1.7) una voz con ros- 
pecto a z y una vez con respecto a y. Entonces, de acuerdo con la 
rogla de la derivación de la integral definida con respecto al límite 
superior, obtendremos 


n= EE. (3.4.8) 


Ahora bien, la densidad de la probabilidad de un vector aleatorio 
bidimensional es igual a la segunda derivada mixta de la función 
de distribución del mismo. 

Examinemos ahora las propiedades fundamentales de Ja función 
de distribución y de la densidad de la probabilidad del vector alea- 
torio. Estas propiedades se semejan, en lo principal, a las de la den- 
sidad de la probabilidad y de la función de distribución inherentes 
a una magnitud aleatoria escalar. 


*) El signo € es el de portenoncia. La notación S € B significa que el punto 
S pertonece a la zona B. 
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En primer Jugar, la función de distribución no puedo ser mayor 
que la unidad ni tampoco puede ser negativa: 


0<F(y<t. (3.1.9) 


En segundo lugar, si el punto (z, y) se traslada hacia arriba o a 
la derecha, la probabilidad de que el punto aleatorio se encuentre 
en el cuadrante sombreado de la fig. 3.1.4 no puede disminuir. Así 
pues, la unción de distribución de un vector aleatorio es la función 
no decreciente de cada una de las variables al tener otra variable 
un valor fijo. 

Más adelante, si z—» — co, entonces la probabilidad de que se 
encuentre en el cuadrante con el vértice en el punto (z, y) tiende 
a coro. Pues bien, 


F (— œ, y) =0 cualquiera que sea el valor de y, (3.4.10) 
F(e,—0)=3  idemz (3.4.11) 


Si y > 00, entonces el acontecimiento Y < y tiende a un acon- 
tecimicnto cierto Y < oo y la probabilidad de que se cumplan con- 
juntamente las desigualdades X < z, Y < y tiende a lo probabili- 
dad de que se cumpla la desigualdad X < z, es decir, a la función 
de distribución de la magnitud aleatoria X. Designando esta fun- 
ción de distribución con F, (x) obtendremos la propiedad siguiente 
de la función de distribución de un vector aleatorio: 


F (z, œ) = P (X < z) = F, (2). (3.41.42) 


De modo análogo, designando la función de distribución de una 
magnitud aleatoria Y con Fa (y), obtendremos 


F (00, y) = P (Y < y) = Fa (W). (3.4.43) 


Ahora bien, si uno de los argumentos de la función do distribu- 
ción de un vector aleatorio se Loma igual al infinito, obtendremos 
ln función do distribución de la componente del vector aleatorio 
correspondiente a otro argumento. 

Por fin, cuando z — œ, y — co el cumplim 
dades X < z, Y < y tiende a un aconteci 


F (œ, œ) = 1. (8.4.14) 


nto cierlo. Por eso 


Pasemos ahora al estudio de las propiedades de Ja densidad de 
Ja probabilidad. Directamente de la definición se deduce que la 
densidad de la probabilidad de un vector aleatorio no puede ser nega- 


Í (z, y >0. (3.4.15) 


Luego, en el haciendo en (3.1.7) z = y = oo, toniendo en cuenta 
(24.14) y el hecho de que la integral definida no depende de la desig- 


qe 
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nación de las variables de integración, obtendremos 


j fre y) drdy=1. (3.4.46) 


Esta fórmula se puede obtener también aplicando ta fórmula (3.1.5) 
a todo el plano y teniendo en consideración que el hecho de que el 
punto aleatorio vaya a parar en cualquier punto del plano, indile- 
rentemente de en cuál precisamente, representa un acontecimiento 
cierto. 

Suponiendo que en la fórmula (3.1.7) y = œ, loniondo en con- 
sideración (3.1.12) y sustituyendo la variable de integración v por 
y, obtendremos 


Pi(a)= | du f f(u. y)dy. (3.1.17) 


Al dorivar esta fórmula con respecto a z, obtendremos la oxpresión 
de la densidad do la probabilidad f, (z) de una magnitud aleatoria 
X por medio de la densidad conjunta de la probabilidad de las 
magnitudes aleatorias X e Y 


h()= j į (x, y) dy. (3.1.18) 


De modo semejante expresemos la densidad de la probabilidad de 
la magnitud aleatoria Y por medio de la densidad conjunta de la 
probabilidad do las magnitudes alealorias X e Y: 


hi) | (2, y) dz. (8.4.19) 


Por consiguiente, para hallar la densidad de Ja probabilidad de una 
componente del vector aleatorio, conviene integrar la densidad de 
la probabilidad del mismo respecto a la variable correspondiente 
a la otra componente. 


Ejemplo 3.1.3, El vector aleatorio con las componentes X, Y está repar- 
tido uniformemente dentro de un rectángulo: 


picado silzi<a, Ivi<b 
A CESSNA wa 
Hallar la función de distribución del vector aleutorio y las densidades de la 
probabilidad de cada una de las componentes. 
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Sustituyendo la expresión para la densidad de la probabilidad (3.1.20) 
en la fórmula (3.1.7), obtendremos 
ijzl<a ly lb 
iz [<a 


Fiz, y) = (8-14.21) 


Por las fórmulas (3.4.48) y (3.1.19) hallamos las densidades de las probabilidudos 
fı (2), fa (y) de las componentes X, Y: 

(y {Vesi lza 

H0=l0 glali 

_[Ubrily io 

o a 

Vemos que cada una de las componentes dol vector aleatorio, repartido unifor- 

memento on el rectángulo, también se halla distribuida uniformemente on el 

segmento correspondien 


Ejemplo 3.1.4. El vector aleatorio con las componentes X, Y está repartido 
uniformemente dentro de una el J 


(8.4.22) 


681.23) 


Hallar las donsidades de la probabilidad de las componentes dol vector aleatorio. 
Sustituyendo la expresión (3.1.23) en las fórmulas (3.1.18) y (3.1.19), hallamos 


ZA 
| a] RS (3.4.24) 
o si |z]> a. 


De modo somojante se puede hallar la densidad de la probabilidad fa (y): 


2 V PE a E 
nof del (4) silyl<0 (81.25) 
o si |y|>b. 
Vemos que, a distinción del ejomplo anterior, cada una de las componentes del 
vector aleatorio, repartido uniformemente dentro de la elipse, no está subor- 
dinada a la ley de distribución uniforme. 


De un modo completamente análogo se determinan la función 
de distribución y la densidad de la probabilidad de un vector aleato- 
rio n-dimensional X cuyas componentes son magnitudes aleatorias 
Xn .- Xa. Se llama función de distribución del vector aleatorio 
X a la probabilidad de que se cumplan conjuntamente las desigual- 
dades X¿< tu Xs < ta a Xn < Za, Considerada dicho proba- 
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bilidad como función de las variables Z, ..., Tp! 


y 
Fen zd =P |, S 681.20) 


So denomina densidad de la probabilidad del vector aleatorio X 
al límite de la relación de la probabilidad de que el vector se encuen- 
tre en una zona infinitesimal, a la magnitud de esta zona al contraerla 
en el punto: 


Feen 


1 < NX Lu 4 Am 
tí 2 e) 
o dd 


(31.27) 


Todas las propiedades de la función de distribución y de la 
densidad de la probabilidad, deducidas anteriormente para los vec- 
tores aleatorios bidimensionales, se extienden fácilmonte a los vecto- 
res de un número cualquiera de dimensiones. 

Enumeremos estas propiedades sin deducirlas. 

La función de distribución de un vector aleatorio no es negativa 
y no puede ser mayor que la unidad, 

Si por lo menos una de las variables z; Loma el valor — oo, la 
función de distribución es igual a cero. 

Si cualesquiera m de las variables 2, ... ., Zn toman el valor 
de œ, la función de distribución del vector aleatorio n-dimensional 
se hace igual a la función de distribución del correspondiente vector 
aleatorio n — m-dimensional. 

Six, =t . =z, =00, la función de distribución es 
igual a la unidad. 

La función de distribución es la función no decreciente de cada 
e, de los argumentos. 

La función do distribución y la densidad de la probabilidad 
están ligadas por las relaciones 


yo an 
Fl... a) = f sák Y (ua, <- +, Un) du, ... dun. (3.1.28) 
O Za) = pE eoin, (3.1.29) 


La densidad de la probabilidad de un vector aleatorio no os 
negativa, y la integral de la misma, por toda la zona de valores 
posibles de las magnitudes aleatorias Xy, ..., Xp, es igual a la 
unidad. 

Si se integra la densidad de la probabilidad de un vector aleato- 
rio n-dimensional con respecto a cualesquiera m de las variables 
Zis + «+ Tp, como resultado se obtendrá la densidad de la probabili- 
dad del vector n — m-dimensional formado por las componentes 
correspondientes a las demás variables. 
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Ejemplo 3.1.5. Se conoce la densidad de la probabilidad f (z, y, z) de un 
vector aleatorio tridimensional con las componentes X, Y, Z. Hallar las den- 
sidades de la probabilidad f, (2), f2 (y), $ (z) de las componentes X, Y, Z por 
separado y las densidades de la probabilidad fıs (2, v), fia (£, 2), Jas (V, 2) de 
los vectores bidimensionales (X, Y), (X, Z), (Y, Z), obtenidas al proyectar el 
vector aleatorio (X, Y, Z) sobre los planos Ozy, Oxz, Oyz respectivamente. 


En virtud de 'imu propiedad de la densidad de la probabilidad tene- 
mos que 

h= į f 1E v, i) dydz, 1 (y f i He, v, 2) dz ds, 

n= f rev dadn 
W (3.4.30) 


min= | (ad ha d= | 19.90, 


Jaw = | 11d. 


Ejemplo 3.1,6. La probabilidad de que un punto aleatorio con las coor- 
denadas (X, Y, Z) so oncuentre en la zona dada B del espacio tridimensional 
so determina por la fórmula 


rema ff fie Y, 2) d dy de. Ba) 


$ 3.2. Funciones dicionales de distribución 
y densidades condicionales de la probabilidad 


En Ja práctica surge con frecuencia la necesidad de hallar la 
ley de distribución de una magnitud alcatoria X a condición de que 
otra magnitud aleatoria Y tome el valor comprendido en los limi- 
tes dados y, < Y < ya. De acuerdo con esto se determina la fun- 
ción condicional de distribución de la magnitud alcaloria X respecto 
al acontecimiento y, < Y < ya: 


Píelys ya) =P (A<2ly<Y<yo). (3.2.1) 


Ahora bien, la función de distribución de la magnitud aleatoria X con 
respecto al acontecimiento y, < Y < yz representa la probabilidad 
condicional de la desigualdad X < z con respecto al acontecimiento 
que consiste en el cumplimiento de la desigualdad y, < Y < ys. 
Lo mismo que toda probabilidad condicional, esta probabilidad 
se determina por la fórmula (1.3.6). Tomando en esta fórmula por 
acontecimiento A el cumplimiento do la desigualdad X < z y por 
el acontecimiento B , el cumplimiento de la desigualdad y, < Y < 
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< Ya, obtenilremos la siguiente expresión para la función condicio- 
nal de distribución de la magnitud aleatoria X: 


ELE 
e| ren) 
p Elus <n 

Pila Y) = -par T (8.2.2) 
Ambas probabilidades en esta fórmula se pueden expresar por medio 
de la densidad de la probabilidad dol vector aleatorio (X, Y). El 
cumplimiento conjunto do las desigualdades y, < Y < ys y X < x 
corresponde al hecho de que el punto 
aleatorio (X, Y) se encuentre on la mitad 
de la banda mostrada en la fig. 3.2.1. Por 
eso valióndonos de la fórmula (3.1.6), 
hallamos 

Y 


X<wz = 
a aca) =j] 1 (u, 0) dudo, 
i (3.2.8) 


La probabilidad en el denominador del 

segundo miembro de la fórmula (3.2.2) 
se expresa por medio de la densidad de la probabilidad de una sola 
magnitud aleatoria Y: 


Y 
Pin SY <= | f0) dy- (0.2.4) 
” 


Sustituyendo las expresiones (3.2.3) y (3.2.4) en la fórmula (3.2.2), 
obtendremos 
La 
du § f(u, v) de 
Fitely v) = A . (8.2.5) 


Ys w dy 
Y 


yor 


Derivando esta fórmula con respecto a z, se puede hallar la densidad 
condicional de la probabilidad de la magnitud aleatoria X a condi- 
ción do que la magnitud aloatoria Y tome el valor comprendido 
en los límites y, < Y < ya: 


Y 
§ Fiz. y)dy 

helm y) s (8.2.6) 
$ dad 
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En esta fórmula hemos sustituido en el numerador la designación de 
la variable de integración y por y. 

De todas las leyes condicionales de distribución de la magnitud 
aleatoria X, correspondientes a distintos valores de y, y ya, la ley de 
distribución de dicha magnitud a condición de que la magnitud Y 
tome un valor determinado de y es Ja que tiene mayor importancia 
práctica. Para abreviar, llamaremos a esta ley sencillamento ley 
condicional de distribución de la magnitud aleatoria X para el valor 
dado y de la magnitud aleatoria Y. Para hallar esta ley condicional 
de distribución se puede hacer en las fórmulas (3.2.5) y (3.2.6) 
Yı = Y, Ya = y + Ay y pasar al límite cuando Ay —> 0. Suponien- 
do en la fórmula (3.2.6) y, = y+ Ay, considerando las 
funciones f (z, y) y fa (y) continuas con respecto a y en el intervalo 
(y, y+ Ay) y aplicando a las integrales en el numerador y el deno- 
minador el teorema de la media, obtendremos, después de reducit 


en Ay, 


Ay) = LEY. 27 
Í lelu, y+ Ay) = ua) (3.2.7) 


donde © y 0, son ciertos números comprendidos entre ol cero y la 
unidad. Pasemos ahora al límite cuando Ay — Ù. Eu este caso, para 


simplificar, omitamos la segunda letra y y designemos por fı (+ | y) 
la densidad condicional de la probabilidad de la magnitud aloutorla 


X con respecto a la magnitud aleatoria Y. Entonces obtendremos 
i 1.9 a 
hely = E (8.2.8) 


TW) 
De modo semejante obtendremos la fórmula para la densidad con- 
dicional de la probabilidad do Ja magnitud aleatoria Y con respecto 
a la magnitud X. 


htula=4E2. (2.2.0) 


Las igualdades (3.2.8) y (3.2.9) se pueden escribir en la forma 


$ (e, y) = h (e) fa U 12) = fa Ufa (kr ly) (8.2.10) 
licación de las de 
unta de la probabili 


Esta fórmula expresa el teorema de mu 
dades de la probabilidad: la densidad co, 
de dos magnitudes aleatorias es igual a la densidad de la probabili- 
dad de una de ellas multiplicada poc la densidad condicional de la 
otra con respecto a la primera. 

Las magnitudes aleatorias X y Y se llaman dependientes, si 
los acontecimientos que consisten en el cumplimiento de las desi- 
gualdades X < z y Y < y son dependientes por lo menos para nn 
par de valores de x y y. Las magniludes alcalorias X, Y so Uaman 
independientes, si los acontecimientos que consisten en el compli- 
miento de las desigualdades X < x y Y < y son independientes 
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para cualesquiera valores de z, y. Ein lo que se refiere a las magnitu- 
des aleatorias independientes X, Y, la función conjunta de distri- 
bución F (z, y), en virtud del teorema de multiplicación de las 
probabilidades para los acontecimientos independientos, es igual a 


X 
ren-p( S )-racarren 6241) 


Poro cl primer factor en el segundo miembro es la función de distri- 
bución F, (2) de la magnitud aleatoria X y el segundo, la función 
de distribución Fa (y) de la magnitud aleatoria Y. Por consiguiente, 


F (z, y) = F, (2) Fa (y). (8.2.12) 


Así puos, la función conjunta de distribución de las maguitudos alea- 
torias X e Y es igual al producto de las funciones do distribución 
de las mismas. Esta condición es necesaria y suficiente par: 
independencia de las magnitudes aleatorias X, Y, Esta condición 
debe cumplirse idénticamente, es decir, para cualesquiera valores 
de zo y. De ella se puede obtener la identidad análoga para las 
densidades de la probabilidad. Derivando la identidad (3.2.12) 
ama vez con respecto a æ y una vez con respecto a y, obtendremos 


$ (2, y) = fa (2) fz (Y)+ (8.2.13) 


Ahora bien, la densidad conjunta de la probabilidad de las magui- 
tudes aleatorias independientes es igual al producto de las densi- 
dades de la probabilidad de las mismas. Esta condición es también 
necesaria y suficiente para que las magnitudes aleatorias X, Y sean 
independientes. 

Comparando (3.2.13) con (3.2.10) llegamos a la conclusión de que 
para las magnitudes aleatorias independientes X, Y 


h(a ly) = h (0) ha U la) = fa W) (8.2.14) 


Así pues, para las magnitudes aleatorias independientes sus densida- 
des condicionales de la probabilidad coinciden con las incondiciona- 
les. Esto concuerda completamente con nuestras ideas intuitivas 
acerca de la dependencia y la independencia de las magnitudes aleato- 
rias: si llega a ser conocido el valor de una de las magnitudes aleato- 
rias, mientras que la ley de distribución de la otra magnitud no va- 
ría, entonces las magnitudes aleatorias son independientes. Así 
pues, las igualdades (3.2.14) reflejan el hecho intuitivamente com- 
prendido de que las magnitudes aleatorias son independientes 
entonces, y solamente entonces, cuando el conocimiento del valor 
de una de ellas no varía la ley de distribución de la otra. Con otras 
palabras, la información que obtenemos fijando el valor de una de 
las magnitudes aleatorias no contiene ninguna noticia acerca de la 
segunda magnitud aleatoria. 


$ 3.2. Funciones condicionales de distribución 9 


Ejemplo 3.2.1. Hallar las densidades condicionales de la probabilidad de 
las componentes de un vector aleatorio uniformemente repartido dentro del 
rectángulo |z| <a, |y l< b. 

Usando los resultados del ejemplo 3.1.3, por las fórmulas (3.2.8) y (3.2.9) 


hallamos 
Hi _ fiha si jaj<a 19/<b ini 
hew- d'0 a ase isa %9 
oie» 4/2 si |z|<a, |yl<b, 
huasi edo sjea lylah C20 


Es evidente que las componentes del vector aleatorio son independientes, puesto 
us sus densidades condicionales de la probabilidad coinciden con las incon- 
icionales. 
Ejemplo 3.2.2. Hallar las densidades condicionales do la probabilidad de 
un vector aleatorio repartido uniformemente dentro de la elipso 2%/0* -+ 42/08 = 4. 
Sustituyendo en las fórmulas (3-2.8) y (3.2.0) las expresiones (3.1.23) 
(3.4.24) y (3.1.25). obtenomos 


1 Vw 
h mz Te 191 Vi (8.217) 


o si 121>2 VIP. 


1 
tl b VTZ GaP, 
[z =p “V< Vie N 
AA o s pipo var 0 


A diferencia del ejemplo 3.2.1, las componentes dol vector aleatorio uni- 
formemente repartido dentro de la elipse son dependientes, 


De modo completamente semejante se determinan las funciones 
condicionales de distribución y las densidades de la probabilidad 
de los vectores aleatorios. Como resultado obtendremos [órmulas 
absolutamente idénticas a las deducidas para las magnitudes aleato- 
rias escalares X, Y. 

En particular, obtendremos el teorema de multiplicación de las 
densidades de la probabilidad de los vectores aleatorios: la densi- 
dad de la probabilidad del vector aleatorio »-+m-dimensional 
obtenido por medio de la unión del vector aleatorio n-dimensional 
X (X; ..., Xa) y del vector aleatorio m-dimensional Y (Y,, ... 
m. Ym) es igual al producto de la densidad de la probabilidad de 
uno de ellos por la densidad condicional de la probabilidad del otro: 


Hr cos Zus Yo + > Ym) = fa lo -> + Zn) da Wo +++ 
to Ym |n ee La Wi + ir Ym) fi (rr + 

e. Ta lyn --- Ym) (3.2.19) 

Es evidente que si se designa el conjunto de las variables zy, 

a, 2, por una sola letra z y el conjunto de las variables yy, 


> Ym, por una sola letra y, entonces la fórmula (3.2.19) tomará 
la forma de (3.2.10). Pues bien, la fórmula (3.2.10) es válida tam- 
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bién para las magnitudes aleatorias vectoriales X, Y, si por z, y 
se entienden las variables vectoriales correspondientes. En el párrafo 
anterior vimos que también las fórmulas (3.1.18) y (3.1.19) son 
vúlidas para las magnitudes aleatorias vectoriales X, Y, si por 
z, y se ontienden los variables vectoriales correspondientes y las 
integrales se entienden como integrales múltiples de Jas multipli- 
cidudes correspondientes. 

Dos vectores aleatorios X, Y se llaman independientes, si ol 
acontecimiento A que consiste cn el cumplimiento conjunto de todas 
las desigualdades X; < z; (i = 1, ..., n) y el acontecimiento B 
que consiste en el cumplimiento conjunto de todas las desigualdades 


Y;< y(i = 1, .. ., m) son independientes para todos los valores 
de las variables Zi, ..., Zn, Vss > =>» Ym- Si estos acontecimientos. 
son dependientes por lo monos para un conjunto de valores de las 


variables Zi, .... Tns Y + «y Ym los vectores aleatorios X, Y son 
dependientes. De condición necesaria y suficiente para que los vec- 
tores aleatorios X y Y sean independientes sirvo lu igualdad idéntica 
de su función conjunta de distribución (o de la densidad de la pro- 
babilidad) al producto de sus funciones de distribución (do las den- 
sidados de la probabilidad, respectivamente) o la igualdad idéntica 
de sus densidades condicionales de la probabilidad a las incondicio- 
nales. Ahora bien, cada una de las identidades (3.2.12), (3,2.13) 
y (3.2.14) os la condición necesaria y suficiente para que los vecto- 
ros X, Y sean independientes, si por z, y se entienden las variables 
vectoriales correspondientes. 

Apliquemos ahora el teorema de multiplicación de las donsidades 
de la probabilidad a un vector n — 1-dimensiona] X con las compo- 
nentes Xy...» Xp. y a un vector unidimensional (es decir, al 
escalar) Y = Xy. Luego apliguemos el mismo teorema al vector 
n — 2-dimonsional (Xp, + +-> Xa-2) y al escalar Y = Xai. Proce- 
diendo de tal modo también en lo sucesivo, obtendremos la siguiente 
fórmula general para la densidad conjunta de la probabilidad de las 
magnitudes aleatorias Xy, +... Xn: 


Llar + or En) = fa (21) fa (22 | afa (Za | Zis 2a) sa 
eee Ín (En | Zis as n-a) (8.2.20) 


Las magnitudes aleatorias X,, . . ., Xn se Daman independientes 
si dos vectores cualesquiera, que se pueden formar de estas magnitudes 
aleatorias y que no contienen componentes comunes, son indepen- 
dientes. Con otras palabras, las wagnitudes aleatorias Xy, . . «+ Xp 
son independientes cuando, y solamente cuando, cada magnitud X, 
es indopondiente de las demás magnitudes Xy ++ Xiao Xip + + 

Xn tomadas por separado, dos a dos, tres a Lres, etc. 
ada vector bidimensional (X;, X;) es independiente de las 
demás magnitudes tomadas por separado, dos a dos, tres a tres, ote. 
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De Ja fórmula general (3.2.20) se deduce que la densidad con- 
junta de la probabilidad de las magnitudes aleatorias indepen- 
dientes es igual al producto de sus densidades de la probabilidad 


Í haar es Ea) = fa (£) fa (22) > > -fa (En) (8.2.24) 


Esta condición es necesaria y suficiente para que las magnitudes 
Xp + >.» Xn sean independientes. 


Ejemplo 3.2.3. Su] amos que un rece] recibo un tron de impulsos 
e A pd le a Sr pa 
Soma de un impulso de señal útil S, y de un impulso del ruido Xy: 

Zi = Si+ Xi (=1,2....m. 
La misión del detector consiste en revelar la señal útil, es decir, en resolver el 
woblema: contienen o ny los impulsos recibidos una señal útil (¿nformación 
Do mo soa més: quo Impaled TAD: 

Esto problema tiene gran importancia para la recepción a larga distancin, 
ya que en este caso los impulsos de señal útil son comparables, on lo quo toca 
à su magnitud, con los de ruido y a veres son considerablamento 1 
<A "nivol dol ruido. 

ù EAS de Coord del os Egido A 
ln señal si q (2) > e y no la deja pasar si p (2) < e, donde y (2) es ci 
ión de los impulsos recibidos formada por el detector y e es ci 
1. Con otras palabras, si q (2) > e, el detector determina quo bay 
(otector determina que no hay señal. 

determinar: 
¡dnd de que teng 
el método Gado de tratamiento de la 


vna revelación correcta al empl 
que se recibe, es decir, para Ja función 


us probabilidades conilicionales de que se cometan errores de dos tipos: 
4) la probabilidad de que la señal se pierda cuando existe en los impulsos 
recibidos; 

2) la probabi 
decida que hay sei 

Para que la se 
impulsos de señal ú 
es solamente el pr 
Supongamos tami 
conocemos la densi d de los impul: Áásitos f (a). Y 


la probabilidad de que se 


más clara y simple, supongamos q 
tudes conocidas sf, . . .. sy y lo que so des 
le si existen o no*) en la soñal recibida Z,, 


probobi de que so co 
e la probabilidad de pérdida de la señal cuando 
ésta existe y la probabilidad de alarma falsa cuando la señal no exist 

hollemos la densidad condicional de probabilidad do los impulsos 
respecto a la señal útil /, (=|). Puesto que, de acuerdo con la condición admitida 
la señal útil s tione solamente dos valores posibles: x0 (es decir, el vector con 
componentes sẹ, . . .. $8) y O (es decir, el vector cuyas componentes son tod: 
iguales a cero), es suliciente baliar la densidad de probabilidad de la señal reci- 
bida cuando está presente la señal útil f, (2 | 4°) y la densidad de la probabilidad 
de la señal recibida cuando falta la señal útil fa {z 1 0). Es evidento que dado que 


Esta suposición no es de 
la revelación óptii 
cambios de pri 


stancia. La solución del problema sobre 
de mna señal, que se da en este ejemplo, se extiende, sin 
a uu caso más general. 
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al fallar la señal útil so recibe solamente ruido, la densidad condicional de pro- 
babilidad de la señal qu recibe, cuando no está presente la señal útil, coin- 
cide con la densidad de probabilidad del ruido 


h 610 =/(). 


En coso de que esté presento la señal útil, so lo adjunta el ruido. Por eso la 
densidad condicional de probabilidad de la soñal que se recibe, cuando se tiene 
sc obtiene do la densidad de probabilidad del ruido f (z) sustituyen- 
do en olla el argumento z por la diferencia entre el valor posible de la señal 
recibida z y ol valor do la señal 


hi (2150) . (3.2.2) 


2.22) 


Para mayor claridad, on la fig. 3.2.2 se muestra Ja dispersión de las roalizacio. 
nes de la señal que so recibe, al faltar la señal útil, y la elipse de dispersión de la 


Cå z 


ra el caso de recepción de 
de la fórmula (3.2.23), 
ad condicional 


señal en recepción, al estar presente la señal útil, 
dos impulsos Z,, Zz. Este dibujo aclara la deducci 
Las fórmulas (3.3.22) y (3.2.23) determinan por comploto la densi 
de probabilidad do la señal recibida con respecto a la señal 
La pórdida de la señal se caracteriza por el hecho de quo, al estar presento 
la señal, la función y (Z), debido al efecto de los parásitos, resulta sor menor 
que el nivel de umbral e o igual a este último. Por lo tanto, la probabilidad 
condicional de la pérdida de la señal, es decir, la probabilidad de la desigualdad 
PAS ses igual al tomerso Ja soñal útil, a la intogral de la densidad condicio- 
nal de probabilidad (3.2.23), oxtendida a la zona determinada por la desigualdad 


ym 


Por =P (GKE S=0= | eas 0224) 
OS 


La alarma falen se caracteriza por el hecho de que, al estar ausente la señal 
útil, la función y (Z) resulta, debido al efecto del ruido, mayor que el nivel de 
Airal e Por Jo tanto la probabilidad condicional de alarma falsa, es decir, 
la probabilidad de la desigualdad q (Z) > c, al estar ausente la señal útil, es 
igual a la integral de la densidad condicional de probabilidad (3.2.22) extendida. 
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a la zona determinada por la desigualdad q (z) > c: 


Pat =P (> iS =)= 1) KOL (3.2.25) 
aa 


Pasemos ahora al cálculo de la probabilidad de que se cometa un errorYal 
resolver el problema de la revelación de las soñales. Para esto apliquomos, la 
fórmula de la probabilidad completa, El 
detector puedo tomar una decisión falsa 
cuando huy una de dos hipótesis que forman 
un grupo completo de acontecimientos incom- 

atibles: la hipótesis Æ, consiste en que 
la señal útil está presente; su probabilidad 
es igual a p; la hipótesis Ez consiste en que 
Ja señal útil está ausonte; su probabilidad 
es igual a q=1-—p. Las probabilidades 
condicionales de un error, teniendo estas 
dos hipótesis, se determinan por las fórmu- 
las (3.2.24) y (3.2.25). Sustituyendo estas oxpresiones on la fórmula de lo 
probabilidad completa, para la probabilidad do que se cometa un error obten- 
iremos la expresión 


Perro pP (4 (Z) < Ss) + qP (9 (2)> c| S=0)= 


=p | 10—o4e | 1d 
dze «>e 

La probabilidad de que el problema de la revelación se resnolva correcta- 

ammente so determinará como la probabilidad do que se produzca el acontecimiento 
contrario 

Pe. corr. = 1 — Perr. (3.2.27) 

Para hacor cálculos completos, examinemos un cuso más concreto de la 

rocepción de dos impulsos, suponiendo que los impulsos de ruido sean magnitudes 

aleatorias independientes, normalmente distribuidas, con ij uales dispersionos 

D y esperanzas matemáticas iguales a cero. En calidad de función y (2) tome- 


mos la función lineal 
O lá a) = azy + Diao 


X 
E 


En este caso la fórmula (3.2.24) toma la forma 
(apta 


in des dzy, 


1 


Pon AD" 


POD ci S=) f 


La zona de integración se muestra on la fig. 3.2.3. Para calonlar la integral, 
sustituyaros las variables de tal modo que en las nuevas variables ny, xs la 
a de integración se limite solamente respecto a una de las variables 

rospecto a 1, mientras que respecto a uz se extienda de —oo hasta -t-00. 
fácil comprender que para esto basta dirigir el eje 4 perpendicularmento a 
recta az, + bze < e y el cjo ua paralelamente a esta recta. Entonces, como 
fácil de suponer, las nuevas variables u y uz se determinarán por las fórmulas 


(la escala de las nuevas variables no tiene importancia) 


us = an + bta 
ua hH 
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Despejando zı y zz en estas ecuaciones, obtendremos 


El Jacobiano de esta transformación os igual a 
ICC E AL: b 
Dus uy 
ösa 
day ón 


Con tal sustitución de las variables, los límites de integración se determinarán 
por la desigualdad v, < c, es decir, la integración se efectuará do —co hasta e 
con respecto a uy y de —oo hasta +00 con respecto a xa. Como resultado, la 

ula para la probabilidad condicional de pérdida do Ja señal tomará la forma 


PUDO Se]S=2)= 
> raja, 


A j du | E y, 


EC 
| EEan- 


Ye 1 
h b =- aF: 
aye PIE 


fór- 


ñ 
e] 
am 


1 -funi — at — bt 
-=. fo. o (E) 0228 


donde Q (u) es la función de Laplace. 
Do modo semejante hallaremos la probabilidad do alarma falsu al estar 


ausente la señal útil: 
e i) 
—o ( TOFI 5) (3.2.29) 


Par. = P (q(2)>c|S=0) 


Ejemplo 3.2.4, En las condiciones del ejemplo anterior hallar ol procedi- 
miento Óptimo do tratamiento de la señal recibida por el detector, que asegure 
la probabilidad mínima de que se cometa un error y, por consiguiente, la pro- 
Þabilidad máxima de una resolución correcta. Con otras palabras, hallar la 
función q y el nivel de umbral c a condición de que se garantice la probabilidad 
mínima de un orror, 

Para resolver este problema, aprovecharemos el hecho de que 


16—$) d+ $ 16—s)d= f 16--%)d=1, 
ase adas ES 
y escribiremos la fórmula (3.2.26) en la forma 


Perr.=P— ipf (3—s0)— qf (2)] dz. 43.2.30) 
>c 
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Do agui está claro que la probabilidad de un error Porr. tiene el valor mínimo 
cuando la integral es máxima, Por lo tanto, ol problema se reduce a la elección 
dela función q (2) y la magnitud e de modo tal, que la integral en (83.2.30) tenga 
el mayor valor posible. Es ovidente que este integral aumenta al añadir a la 
zona do integración tales partes del espacio del vector z en las cuales la función 
isubintegral es positiva, y disminuye al añadir a la zona de integración tales partes 
del espacio en las que la función subintegral es negativa. Por consiguiente, 
„ésta integral tiene ol valor máximo en el caso on que la zona de integración coin. 
‘eide con aquella zona del espacio del vector = en la cual la función subintegral 
es positiva, es decir, cuando la desigualdad 


p> e (3.2.31) 
equivale a la desigualdad pj (z — s°) — gf (z) > 0 o bion 
LE a 
Ta 7r saiia 


Supongamos ahora que 0 (A) es una función arbitrai 
Entonces de (3.2.32) se deriva que 


te=) a 
(HFa). (5- 
Comparando esta desigualdad con (3.2.31), vemos que la función y (s) y el 
urobral e se pueden determinar por las fórmulas 


p()=0 (42 , e=0 (2), (8.2.34) 


En cste caso la desigualdad (3.2.31) será equivalente a Ja desigualdad (3.2.32) 
y la probabilidad de una resolución erronea Porr. tendrá el valor ninimo. 

emos que la solución del problema de la revelación óptima de la señal 
en su esencia no es unívoca, puesto que la función creciente 0 (A) so puede elegir 
arbitrariamonte. Frecuentemente on los problemas prácticos resulta conveniente 
tomar ou calidad de función 8 (A) el logaritmo natural ìn A. En esto caso la 
función q (z) y el nivel de umbral c so determinan por las fórmulas 


rigurosamento creciente. 


35) 


En el caso particular cuando se trata de impulsos de ruido independientes 
normalmente repartidos con esperanzas matemáticas ígnales a cero e iguales 
dispersiones D, 


y la primera fórmula de ( 


Y Ma 
a 


9i= 


(3.2.36) 


Pues bien, en esto caso la función óptima ọ (2) es función lineal de los impulsos 
recibidos, es decir, el detector óptimo es un sistoma lincel. El mismo resultado 
se obtendrá en el caso de wn ruido arbitrario normalmente repartido. 

La relación de las densidades condicionales de probabilidad de la señal 
que se recibe al estar presente la señal útil y al estar ésta ausente so llama rela- 
ción de verosimilitud. Así pnes, el sistema do revelación óptima dobo calcular 
la relación de verosimilitud o cualquier función creciento de esta relación y 


70938 
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en la señal recibida z. Sin emb: 
nario desconocida. Por eso el pr 
por otro procedimiento, a saber, partiendo de la condición de probabilidad 


— 
ro) 00) (3.2.31) 


La segunda de ostas fórmulas determina el umbra) c por medio de la magnitud 
incognita A quo, a su vez, se halla partiendo de la condición de que pa.r. = a. 
En lugar do esto se puedo determinar el umbral c directamente de la condición 

nE =a dejando la magnitud A indeterminada. En efecto, haciendo uso de 
fa férula (3.2.25) e igualando la probabilidad de alarma falsa ala magnitud a, 
obtendremos, para la detorminación del umbral c, la ecuación 


f 1) dz=a. (3.2.38) 

se 
En particular, al revelar la seña) en dos impulsos indopendientes normal 
mente repartidos con esperanzas matemáticas iguales a cero e iguales dispersio- 
menaa e Oarina Pay. de puedo ompleor la fórmula (3.2.29) del ejemplo 


jer 
anterior, puesto que la función óptima q (2) según (3.2.36) es en este caso lineal. 


Comparando la oxpresión do la función y (z4, 22) del ejemplo anterior con (3.2.36), 


vemos que en el caso en cuestión a = s?/D, b = sY/D. Sustituyendo estas oxpre- 
siones en (3.2.29), hallamos 


mio (Y ar): 


Agualando esta expresión a la magnitud œ, obtenemos la ecuación para dotor- 


minar ol umbral 
of Vara) 


Sea v el valor del argumento de la función de Laplace para el cual ésta es igual 
a 1/2—a, es decir, O (y) = 1/2 — a. Comparando esta igualdad con (3.2.39), 


hallamos 
ev y EE A (8.2.40) 


Ahora bien, en esto caso el umbral « se determina directamente por la fór- 
mula (3.2.40) y la segunda fórmula de (3.2.37) se haco innecesaria. 


(8.2.39) 


$ 3.8. Leyes de distribución de las funciones E] 


$ 3.3. Leyes de distribución de las funciones 
de magnitudes aleatorias 


En los problemas prácticos se necesita frecuentemente hallar las 
loyes de distribución de magnitudes aleatorias que representan las 
funciones de otras magnitudes aleatorias que tienen leyes de distri- 
bución conocidas. 

Supongamos que la magnitud aleatoria Y representa la función 
uniívoca dada de la magnitud aleatoria X: 


Y =9 (X). (3.3.1) 


El problema consiste en hallar la densidad de probabilidad f, (y) 
de la magnitud aleatoria Y conociendo la densidad de probabilidad 
fı (2) de la magnitud aleatoria X. 

Hallemos la densidad conjunta de probabilidad de las magnitudes 
aleatorias X, Y. Para esto hallemos primeramente la densidad con- 
dicional de probabilidad de la magnitud aleatoria Y con respecto a X. 
En el caso en cuestión, para cada valor z de la magnitud X, la mag- 
nitud aleatoria Y tiene ol único valor posible ọ (z) y la probabilidad 
condicional de este valor con respecto al acontecimiento X = z es 
igual a la unidad. Por consiguiente, la densidad condicional de 
probabilidad de la función aleatoria Y con respecto a la X representa 


una función delta 
Ía (u |2) = ô (y — p (2). (3.3.2) 


Sustituyendo esta expresión en (3.2.10), hallemos la densidad 
conjunta de la probabilidad de las magnitudes aleatorias X y Y: 


f (z, y = fa (2) 51 — ẹ (2). (3.3.3) 


Pues bien, si la distribución bidimensional está dispuesta total- 
mente en cierta curva (lo que corresponde al hecho de que para cada 
valor æ de la magnitud X la magnitud Y tiene el único valor posible), 
entonces la densidad de probabilidad del vector aleatorio (X, Y) se 
expresa con ayuda de la función delta impulsiva por la fórmula (3.3.3). 

Ahora, para hallar la densidad de probabilidad f, (y) de la mag- 
nitud aleatoria Y es suficiente emplear la fórmula (3.1.19). Entonces 
obtendremos 

fm= | 1540) de. (3.3.4) 
Esta fórmula es la fórmula general que determina la ley de distribu- 
ción de una función unívoca determinada de la magnitud aleatoria X. 

Examinemos ahora el caso de la dependencia continua recíproca- 
mente unívoca entre las magnitudes aleatorias X, Y. Esto quiere 
decir que la función q (z) es continua y que no solamente a cada 
valor z de la magnitud aleatoria X le corresponde un valor y, y sólo 


7 
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uno, de la magnitud Y sino que, a su vez, a cada valor de la magni- 
tud Y le corresponde tarabién un valor, y sólo uno, de la magnitud X. 
En la fig. 3.3.1. se muestra la curva y = q (z) para el caso de la 
dependencia reciprocamente unívoca de y con respecto a z. En la 
fig. 3.3.2. se representa el caso en que la dependencia entre z y y 
no es recíprocamente unívoca. Es fácil comprender que en el caso 
de la función continua q (z), la dependencia entre las magnitudes 
aleatorias X y Y es recíprocamente unívoca cundo, y solamente 
cuando, la función q (z) es monótona 
y en la zona de los valores posibles 

de la magnitud aleatoria X. 


Fig. 3.3.2. 


Suponiendo que la función q (z) es monótona en el intervalo 
(ty, za) y ln densidad de probabilidad f (z) es igual a cero fuera de 
esto intervalo, escribamos la fórmula (3.3.4) en la forma 


h) = | (1540 (u) du. (3.3.5) 
à 
Hagamos la sustitución de las variables 
v= ọ (u). (3.3.6) 


Considerando esta igualdad como una ecuación con respecto a u 
para el valor dado v, observamos que esta ecuación tiene la única 
solución en la zona de los valores posibles de la magnitud aleato- 
tia X (fig. 3.3.1). Con otras palabras, en el caso en cuestión, existe 
la función inversa unívoca 


u=y(). (8.3.7) 


du = | (v) | do, (3.3.8) 
donde las diferenciales du y dv son positivas. Sustituyendo las 
expresiones (3.3.6) y (3.3.8) en la fórmula (3.3.5) y teniendo en 
cuenta que, al sustituir las variables (3.3.6), el intervalo (24, 22) 
pasa al intervalo (y, y2), obtendremos 
Y 
h= | AOI (15) de. (6.3.9) 


n 


De aquí hallamos 
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De'aquí, en virtud de la propiedad conocida de la función delta 
(2.2.6), hallamos 


h 0) = f e O) Y O l (8.3.40) 

._ Ejemplo 3.9.1. La mognitud aleatoria Y cs función lineal de la magnitud 
aleatoria X: 

Y =aX+ (8.3.41) 


Hallar su densidad de probabilidad conociendo la densidad do probabilidad 
h (z) de la magnitud aleatoria X. 

En el caso en cuestión, la función y y la función inversa se determinan 
respectivamente por las fórmulas 


y=q() mato, 
2=4$ (0) =(1—da 


Sustituyendo la última expresión en (3.3.10), obtendremos la fórmula para la 
densidad de probabilidad de la función linen! de la magnitud alestoria: 


MERE 
noeg EE) (8.342) 
En particular, cuando 


heya 
7 


do la fórmula hallada tendremos 


h= 


sj VA 


Así pues, la función lineal de una magnitud aleatoria normalmente repartida 
también está distribuida normalmente. 


Ejemplo 3.3.2. Sea 
m 
donde X es la magnitud aleatoria normalmente ropartida on el intervalo +1/20. 
Puesto que on este caso la función q (z) = a sen ox es monótona en la zona do 
los valores posibles de la magnitud aleatoria X, entonces, la densidad de pro- 
Dabilidad de la magnitud aleatoria Y se puede determinar por la fórmula (3.3.10). 
Para esto hallemos la función inversa 


seu aX, 


y su derivada 


Sustituyondo esta oxpresión en (3.3.10) y teniendo en cuenta que 


_ [oim si ]z|<a/20, 
fas E si |z]> a20, 
obtendremos 


no=fa ISA 
0 si jyl>a 


(8.343) 
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El gráfico do esta densidad de probabilidad se muestra on la fig. 3.33. Tal ley 
do distribución se llama ley del arco seno. Esta ley se encuentra frecuentemente 
en los problemas prácticos como ley de distribución de los errores debido a las 

excentricidades de los limbos en los goniómetros 
60] y otros instrumentos de medida. 

Ejemplo 3.3.3. Para mostrar como se aplica 
la fórmula (3.3.4) en el caso general, cuando la 
función q (z) no es monótona on el intervalo de 
los valores posibles de la magnitud aleatoria X, 
examinemos el caso cuando 


Y=senX, 


yla magnitud aleatoria X está uniformemente 
repartida en el intervalo at 


ES 
ht) r si [ri>xm 


Según (3.3.4) la densidad de probabilidad de la magnitud aleatoria1Y [se deter= 
mina por la fórmula 


x 
hui fi 5 (y —sen 3) dz. 
> 


Para calcular esta integral, dividamos la zona de integración en tres partes 


=> 
army E admy F 


Fig. 3.34. 
talos, que la función 

y=s0m==q(s) 
soa monótona en cada una de ellas. Entonces obtendromos 


-y2 ay A 
h=; J 5 (y—sen 2) der] bus aep | ocws aa). 


Hallamos las funciones inversas para cada parte de integración. Do la fig. 3.3.4 
se deduce que 


de (y) = —a —arcseny si —1<y<0, 
Wa (y) = aro sen y si A<y<t, 
a (y) =x—arcsony si 0<y<t 


$ 3.3. Leyes de distribución de las funciones 408 


Hallemos las derivadas de las funciones inversas para cada parte; 
n= ) 

wasa. 
Sustituyendo en las integrales Jas variables respectivamente z = ws (n), z = 


= sba (M), z = Yp (m), teniendo en cuenta que en este caso sen z = n, y aplicando 
las expresiones obtenidas para ; (z), Y (z) y %5 (z), tendremos 


“tmh, 


o , 
n= [| suma [suma an 
= 1 


; , 
E 1 e 
+f suma Mazo [2 Jona 1249] 


De aquí para | y | <1 hallamos 
fa (y) 


avio 


Fuera del intervalo | y | -< 1, la donsidad do probabilidad / (y) os igual a coro, 
puesto que para | y |> 1 la función A en el último intervalo es idén- 
ticamente igual a cero on el intervalo de Integración. 

Ahora bien, la densidad de probabilidad de la magnitud aleatoria Y se deter- 
mina por la fórmula 


4 
5 a 
| Terr 
0 si lyi>1 


Ejemplo 3.3.4. La magnitud aleatoria X está repartida uniformemente en 
el intervalo (0, 1). Hallar la Joy de distribución de la magnitud aleatoria Y = Xi. 

En vista de la monotonía de la función y = y (z) en el intervalo (0, 1), 
la donsidad de probabilidad de la magnitud aleatoria Y se puede determinar por 
la fórmula (3.3.10). Dado que 


z=) = Vo, y (1-42 Vy y hasi 
para O<z<1, hallamos 


12: V5 si 0<y<1, 
no={ P A 


Ejemplo 3.3.5. La magnitud aleatoria X está repartida uniformemonte en 
el intervalo (—£, 1). Hallar la ley de distribución de la magnitud aleatoria 
Y = Xt 

En este caso la dependoncia entre las magnitudos aleatorias no es recipro- 
camente unívoca en la zona de los valores posibles de la magnitud X. Por con- 
siguiente, no so puede aprovechar la fórmula (3.3.10) y hay que recurrir a la 
fórmula general (3.3.4). Puesto quo la magnitud aleatoria X está distribuida 
uniformemente en el intervalo (—1, 1), entonces, según la fórmula (3.5.4), 
obtendromos 


Ñ 
Lum=3 fewe dz. 
A 
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La función y = 2? es monótona en cada uno de los intervalos (—£, 0) y (0, 1). 
Por lo tanto, en el intervalo (—4, 0) tenemos que 
z=% 0) = -V7 Y) = 2V7, 
y en el intervalo (0, 4) 
==4 (0 =V vi =12V5 
Por eso, dividamos la zona de integración en dos partes y cumplamos en la 


rimera integral la sustitución de las variables z = en la segundo, 
Gu: oag veme Ae +07 as 


o, 4 

iT dm i EA 
h=5 | 50 +2 | Swn = 
A Sg va? 2Vn 


Vi 2Vy 
Por consiguiente, la densidad de probabilidad] de la magnitud aleatoria Y 
so determina por la fórmula 
12 Vi si 0<y<t 
td 0 si <> 


Ejemplo 3.3.6. Hallar la loy de distribución de la señal dó salida Y dol 
olemento no lineal en el ejemplo 2.2.4. 

Según los datos, la señal do salida Y está limitada en magaitud absoluta 
por el número a y es igual a la soñal de outrada X cuando esto último tiene el 
valor on los límites (—a, a), es decir 


: 
dı 

(w-wh =t si 0<, 

d 


asi X>a, 
Y=p(X)=4 Xsi|X|<a, 
—a si X<—a. 
Toniondo en cuenta que la señal de entrada X está uniformemente repartida en 
el intervalo --2,54 < z < 1,54, según la fórmula (3.3.4), obtenemos 
tsa 
1 
Rw=37 | Su—-vana= 


-isa 
-a 1,50 


=+l j bwa drt | Suads | 3-04] 
-ita š 


=i liutaiu ati wto) Hi Ua). 


De un modo absolutamente semejante se determina la ley de 
distribución del vector aleatorio Y que representa la función de 
simple valuación del vector aleatorio X cuya densidad de probabili- 
dad es conocida. Supongamos que las componentes Y, :. ., Ym 
del vector aleatorio Y son funciones de simple valuación de las 
componentes Xy, ..., Xa del vector aleatorio 


Yj = gi (Xp. Xa) 0=1b-.,m. (8.3414) 
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Es necesario hallar la densidad de probabilidad fa (yw . .-»Ym) 
del vector aleatorio Y, conociendo la densidad de probabilidad 
fa (Zis -- ., %n) del vector aleatorio X. 

Para resolver el problema planteado, hallamos primeramente 
la densidad condicional de probabilidad del vector aleatorio sa 
con respecto a X. Puesto que para cualesquiera valores Zj, .. . 
do las magnitudes aleatorias Xy, . . ., Xy Cada una de las magnitudes 
aleatorias Y, . .., Ym tiene, en virtud de las fórmulas (3.3.14), 
solamente un único valor y la probabilidad de este valor es igual 
ala unidad, entonces la densidad condicional de probabilidad del 
vector aleatorio Y con respecto a X representa el producto de las 
funciones delta 


” 
Hala: <-> Ym |En eo ta) = [| 509 (ais ++, 80). (8.8.15) 


La densidad conjunta de probabilidad de los vectores aleatorios X 
y Y, según la fórmula (3.2.19), es igual a 


ln Y e mm 
= fi (%, teer Pa) [| 5(U—95 (21, + #n))e (3.3.16) 


Integrando esta igualdad con respecto a Zy, ..., Zn y cambiando 
la designación de la variable de integración, hallaremos, según la 
fórmula (3.1.19), la densidad buscada de probabilidad del vector 
aleatorio Y: 


hun "= 


Ja (tas <> tta) TL 80—93 as -+y ttn)) dus «den 
ai (8.2.17) 

Ahora supongamos que el número m de las magnitudes aleato- 
rias Y, es igual al número n de las magnitudes aleatorias X; y que 
la dependencia entre las magnitudes aleatorias Xy, >., Xp 


Y Y, ... Yn 0s reciprocamente unívoca. Este quiere decir que 
el sistema. de. ecuaciones 


Uy = Py (Up Un) (G=1,... 1) (3.3.18) 


tiene la solución única en la zona de los valores posibles de las 
magnitudes Xy... Xp 


ui = pi (Wi o-s 0) (E= 1, o oag n). (3.3.19) 
Al llevar a cabo en (3.3.17), para m = n, la sustitución de las 


variables de integración valiéndose de las fórmulas (3.3.18), (3.3.19), 
de acuerdo con la regla de sustitución de las variables en una integral 
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múltiple obtendremos 
lali on) $ + SAO On <> Om), soss Wa (Pis ==> 00) X 


x [I Swen | e «1 don, (3.3.20) 
donde m 
A AAA) 
de do; d don 
halon neBa) Delon Da (is +00) 


Fer 


dthr on i E ... Don 


os el jacobiano de las funciones (3.3.19) y B , la zona en el espacio 
de las variables vi, .. ., Va en la cual las fórmulas (3.3.18) trans- 
dorman a todo el espacio de las variables uy, . . ., un (en el caso 
particular, B puede coincidir con todo el espacio de las variables 
Vis + > =y Vn). La integración en la fórmula (3.3.20) se puedo cumplir 
aplicando la propiedad fundamental (2.2.6) de la función delta. 
Como resultado obtendremos 


hlyn <<, yn) = 
= fa (pi (His ++ Yade +a WPa Wo << 


- (8.3.21) 


Aquí, al calcular el jacobiano, los argumentos vy, .. ., va de las 
funciones ipe (vi, - » «, Dn) deben ser sustituidos por las variables 
«correspondientes yı, - - -» Ya. La fórmula (3.3.21) es válida para 
todos los valores y, + Yn en la zona B. Fuera do la zona B la 
«densidad de probabilidad fa (Us, - -., ya) es igual a cero. 


` Ejemplo'3.3.7. Hallar las leyes de distribución de las coordenadas polares 
«do un punto aleatorio situado en el plano, si las coordenadas rectangulares del 
mismo tienen la densidad conjunta de probabilidad fı (z, y). 
¡emos las coordenadas polares (el radio vector y el ángulo polan) por 
-R y O. Éstas coordenadas están ligadas con las rectangulares X e Y por las 
Aopendencias 


X=Rcos0, y=Rsen0(R>0,0<0<2) 


«con el jacobiano Hr" R. Aprovechando las dependencias obtenidas, 
presontemos la expresión para la densidad conjanta de probabilidad do las 
coordenadas polares fa (r, 9) en la forma 


hi g=re n | e 


[=r (r cosp, ron q). (8.3.22) 
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Por integración de la última igualdad con respecto a r correspondiente, 
hallamos la densidad de probabilidad del radio vector y del ángulo polar. 


22 y 


titrj=r | fa (reos q. rsen q) dg, | 
0 


> (23.23) 
h= j fi (r cos q, rsen q) r dr. 


Si la densidad conjunta de probabilidad do las coordenadas E dd 
depende solamente dol radio vector, es docir, fa (z, y) = j (VAF Y] = 
= h (r), entonces de (3.3.23) obtenemos 


fr (r)=2arh (r), (3.3.24) 
h= f rh (rì dr== const, (3.3.25) 


En el caso particular de una distribución normal circular en el plano, cuando 


(3.3.26) 


(8.8.27) 


Por consiguiente, el radio vector del punto aleatorio está repartido por la loy 
de Rayleigh y la fase está repartida uniformemente. 

Ejemplo 3.3.8. Hallar Ja ley de distribución de la pd y do la fase 
de las oscilaciones armónicas aleatorias de frecuencia determinada 


X (t) = U sen wt + Z cos ot, (3.3.28) 


si Jos coeficientes U, Z son independientes, normalmente repartidos con iguales 
dispersiones D y con esperanzas matemáticas iguales a cero. 
En el caso dado se puede aprovechar directamente los resultados obtenidos 
en el ejemplo anterior. En efecto, presentemos (3.3.28) en la forma 
X (ù = A sen (ot + 0), 13.3.29) 
dondo 


A= VFF, 0 = arctg (2/0). 
Entonces la densidad conjunta de probabilidad /; (u, 2) de los coeficientes V, Z, 
en virtud de que U, Z son independientes, in normalmente distribuidos con 


iguales dispersiones y esperanzas matemáticas iguales a cero, se expresa por 
la fórmula 


t 


ME 


hlu, 2) T° (8.3.30) 


Por lo tanto. ımplitud A de una oscilación armónica aleatoria está distri- 
buida por la ley de Rayleigh y la fase © está uniformemente repartida de modo 
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que 


13.3.31) 


Por eso, en los problemas concernientes a la radiotécnica, donde es necesario 
examinar frecuentemente las señales que representan oscilaciones armónicas 
con amplitud y fase aleatorias, es la ley de Rayleigh la que se suele tomar en 
calidad do loy do distribución de la amplitud. 

Ejemplo 3,3.9. Hallar la ley de distribución de la suma de las magnitudes 


aleatorias 
Z=X+Y, (3.3.32) 


conociendo la ley do distribución de los sumandos. 
Al sustituir en (3.3.32) las magnitudes aleatorias por sus valores posibles, 
obtendremos 
1=x+y=4(0 y) (3.3.33) 
tiene la solución única respecto a cualquiora do las variables, 
do en ella, por ejemplo, z hallamos 
r=:-y=y(0 y) 
Como en el caso dado tenemos unus sola función y, entonces el jacobiano es 


igual a dôs = 1. 
Por eso, aplicando la fórmula (3.3.17), en el caso cn cuestión tendremos 


Esta ecua 
z, y. Despej 


| f ne nöe-e-nardy= 
= f hi (e, 32) dz = j Jile— n v) dy. 8330 


La segunda integral en esta fórmula se obtiene si en la ecuación (3.3.53) se des- 
poja y en vez do z. 

La fórmula (3.3.34) determina la loy de distribución de la suma de las 
magnitudes aleatorias X e Y tanto dependientes como independientes. Conviene 
señalar un importante caso particular cuando los sumandos X e Y son inde- 


pondientes. En esto caso 
hi (s v) = k (2) 1, (3.3.35) 


dondo k (z) es la densidad de probabilidad do la magnitud aleatoria X, 1 (y) 
es la densidad de probabilidad de la magnitud aleatoria Y. En este caso par- 
Henar a, substitución de la expresión (3.3.35) en la fórmula (3.3.34) da como 
resultado 


h= | keni d= | reied (8.330) 


La integral detal tigo se llama de ordinario conolución de Jas funciones $ y 1- 
Ahora bien, la densidad de probabilidad de la suma de dos magnitudes aloato- 
rias independientes representa la convolución de las densidades de probabilidad 
de los sumandos. 


La operación concerniente jeterminación de la ley de distribución de 
la suma según las leyes de distribución de los sumandos independientes ha 
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recibido en la Teoría de Probabilidades el nombre de adición o composición 
de las leyes de distribución. 

Es evidente que de un modo absolutamente análogo so puede obtener la 
istribución de la suma de un número cualquiera de magnitudes aleato- 
rias, En lo que se refiero a los sumandos independientes, se puede proceder 
también del modo siguiente: hallar la composición de las leyes de distribución 
de los dos primeros sumandos, luego hallar ja composición de la ley de distribu- 
ción de la suma do los dos primeros y la ley mencionada del torcer sumando, etc. 


ley de 
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Se llama momento de orden r-+s de un vector aleatorio (X, Y) 
a la esperanza matemática del producto X"Y*: 


ar = MIXY" (8.4.1) 


para cualesquiera r y s enteros no negativos. 

Es evidente que en el vector aleatorio bidimensional existen 
k + 1 momentos del orden dado k, es decir, tantos cuantos son los 
procedimientos que se pueden emplear para partir un número entero 
positivo k en dos sumandos enteros no negativos. 

Para calcular los momentos de un vector aleatorio, valgámonos 
de la fórmula general para la esperanza matemática de la función 
unívoca arbitraria, real o compleja, de las magnitudes aleatorias X, Y. 
En virtud de la definición de la esperanza matemática como valor 
medio probabilístico pesado, para determinar dicha esperanza de la 
magnitud aleatoria q (X, Y) conviene multiplicar cada valor 
posible p (z, y) de esta última por el elemento de probabilidad 
correspondiente / (z, y) dz dy e integrar el resultado obtenido con 
respecto a todos los valores posibles z, y de las magnitudes aleato- 
rias X, Y. Como resultado obtendremos 


MIXY) = | | eii dedy. (642 


Es fácil comprobar que en el caso en que la función y depende sola- 
mente de uno de los argumentos, la fórmula (3.4.2) da el mismo 
resultado que (2.3.4). En efecto, si, por ejemplo, p (X, Y) = y (X) 
no depende de Y, la fórmula (3.4.2) da como resultado: 
Mip(Xj= $ [ora ndrda= 


= | o@)dz | Hemay. (8.43) 


Pero, en virtud de (3.1.18), la integral de la densidad conjunta 
de probabilidad de las magnitudes X, Y con respecto a y es igual 
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a la densidad de probabilidad de la magnitud X: 
f ie nd=1t). 


Por eso la fórmula (3.4.3) se puede escribir en la forma 


M AN= Sea, 


lo que demuestra la afirmación enunciada. Así pues, como era de 
esperar, la esperanza matemática de la magnitud aleatoria p (X) 
calculada por diversos procedimientos con ayuda de diferentes 
densidades de probabilidad, ligadas con la magnitud aleatoria X, 
siempre resulta la misma. 

Suponiendo en la fórmula (3.4.2) p (z, y) = z'y', obtendremos 
la siguionte fórmula para los momentos de un vector aleatorio: 


an= i $ xy (z, y) dz, dy. (3.4.4) 


En particular, esta fórmula da los momentos a, y do, de las 
magnitudes aleatorias X y Y tomadas por separado. 

Ahora bien, los momentos del vector aleatorio (X, Y), en los 
cuales uno do los índices es igual a cero, coinciden con los momentos 
de las componentes correspondientes del vector mencionado: 


On=a, tumay, 


donde až y a¥ son el momento de orden r de la magnitud aleatoria X 
y el momento de orden s de la magnitud aleatoria Y respectiva- 
mente. En particular, los momentos ao y &o, son iguales a las espe- 
ranzas matemáticas de las magnitudes aleatorias X y Y respectiva- 
mente. 

De un modo semejante se determinan los momentos. centrales 
del vector aleatorio. Se denomina momento central de orden r + s 
del vector aleatorio (X, Y) a la esperanza matemática del producto 
(XYY): 

Prs = MIO) (Y), (3.4.5) 


donde X".= X — mz, Y" = Y — m, son las magnitudes aleatorias 
centradas correspondientes. Para calcular estos momentos, supon- 
gamos que en la fórmula (3.4.2) 


Plz y) = (z — ma) (y — my). 
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Entonces obtendremos 
ka= f | (ma (mp) f (2, y) de dy. (3.4.6) 


Suponiendo que en esta fórmula uno de los índices r, s es igual a cero, 
obtendremos los momentos centrales de las componentes del vector 
aleatorio 

Bro = Hs Mos =p. 


En particular, los momentos centrales de segundo orden zo y ptos 
representan las dispersiones de las magnitudes aleatorias X y Y: 
Ho =H3=Dx, Hao =p} = Dy. 

Para los fines prácticos tiene gran importancia aquella parte 
de la Teoría de Probabilidades que se limita a la investigación do los 
momentos de primer y segundo orden de las magnitudes aleatorias. 
En lo que toca a la ley normal de distribución de la magnitud alea- 
toria escalar, como hemos visto, para determinar por completo 
la ley de distribución es suficiente conocer el primer momento de la 
magnitud aleatoria, es decir, la esperanza matemática, y el segundo 
momento central, es decir, la dispersión. Para las leyes de distribu- 
ción distintas de la normal esta tesis puede no ser válida. Puede 
ocurrir que no sea bastante el conocimiento de la esperanza mate- 
mática y de la dispersión para caracterizar por completo la ley do 
distribución. Pero, no obstante, la dispersión caracteriza la fluc- 
tuación de una magnitud aleatoria. Esto ofrece la posibilidad de 
limitarse en muchos problomas prácticos a la determinación de los 
momentos de primer y segundo orden de la magnitud aleatoria, 
haciendo caso omiso de la ley de distribució 

Para el vector aleatorio bidimensional existe, además de los 
momentos de segundo orden liso Y Hoz, todavía el momento de segundo 
orden ys. Este momento, que tiene una importancia especial para 
los fines prácticos, se llama momento de correlación o momento de 
enlace de las magnitudes aleatorias X, Y. Designaremos el momento 
de correlación de las magnitudes aleatorias X, Y por kyy. Suponiendo 
en la fórmula (3.4.6) r = s = 1, obtendremos para el momento de 
correlación de las magnitudes aleatorias X, Y la fórmula siguionte: 


M|XY"] = 


Kay = Ma 


= Í f @—m,) (u—m,) f(z. ydzdy. (3.4.7) 

El momento de correlación de dos magnitudes aleatorias carac- 
teriza hasta cierto grado, no por completo, la dependencia entre 
estas magnitudes aleatorias. En efecto, el momento de correlación 
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es el análogo teórico del momento de correlación estadístico [$ 1.2, 
la fórmula (1.2.22)]. En el $ 1,2 la intuición nos ha sugerido que el 
momento de correlación estadístico distinto de cero indica la existen- 
cia de cierta dependencia entre las magnitudes aleatorias. Por eso, 
es natural esperar que las magnitudes aleatorias sean dependientes, 
si el momento de correlación de las mismas es distinto de cero. 

Las magnitudes aleatorias X y Y se llaman correlacionadas 
siempre que su momonto de correlación sea distinto de cero, Las 
magnitudes aleatorias se denominan no correlacionadas si su momento 
de correlación es igual a cero. 

Demostremos que las magnitudes aleatorias independientes nunca 
están correlacionadas. En efecto, supongamos que X y Y sean inde- 
pendientes. Entonces su densidad conjunta de probabilidad es igual 
al producto de sus densidades de probabilidad, y podemos escribir 


ka= J | (ma —=m) fı (o) f (y) de dy = 


=( j (ma) fı (2) dz) ( j (—=mp la () dy). (8-4.8) 


Pero cada una de estas integrales es igual a cero como momenlo 
central de primer orden de la magnitud aleatoria correspondiente. 
Por consiguiente, el momento de correlación de las magnitudes 
aleatorias independientes siempre es igual a cero. Con otras pala- 
bras. las magnitudes aleatorias independientes siempre están no 
correlacionadas. De aquí resulta que las magnitudes aleatorias 
correlacionadas siempre son dependientes, que es lo que nosotros 
esperabamos. La tesis inversa no tiene validez, es decir, Jas magni- 
tudes dependientes pueden estar tanto correlacionadas como no 
correlacionadas. Aclaremos esto con un ejemplo sencillo. Examine- 
mos la dependencia funcional Y = X?. Esto quiere decir que todas 
las posiciones posibles de un punto aleatorio en el plano se disponen 
en lá parábola y = a?. Aquí es evidente la más rigorosa dependencia 
eitre Xy Y, puesto que el valor de la magnitud X determina por 
completo:<el valor de la magnitud Y. Supongamos que la distribu- 
ción'de la magnitud aleatoria X es simétrica con respecto al origen 
de coordenadas. En este caso my = 0, y a un mismo valor de la 
maghitud Y le corresponden dos valores de la magnitud X iguales en 
magnitud absoluta y de signos contrarios para los cuales la densidad 
de probabilidad tiene un mismo valor. Por eso, a cada elemento 
positivo de la integral (3.4.7) le corresponde un elemento negativo 
igual en magnitud absoluta. Por lo tanto, en este caso, el momento 
de correlación kyy es igual a cero, es decir, las magnitudes aleatorias 
X y Y no están correlacionadas. Ahora bien, aquí las magnitudes X 
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y Y no están correlacionadas a pesar de que entre ellas existe la 
dependencia funcional. 

Se puede demostrar una afirmación todavía más general: si 
la distribución conjunta de las magnitudes aleatorias X, Y es simétri- 
ca por lo menos respecto a una de las rectas paralelas a los ejes de 
coordenadas y que pasan por el punto (Mg, my), entonces el momento 
de correlación de estas magnitudes es igual a cero. En efecto, en 
este caso, a cada elemento positivo de la integral (3.4.7) le corres- 
ponde un elemento negativo de igual magnitud absoluta. 

Así pues, para las magnitudes aleatorias con momentos finitos 
de segundo orden, la noción de no correlatividad es más amplia que 
la de independencia. Cuando decimos que las magnitudes aleatorias no 
están correlacionadas, superponemos en ellas limitaciones conside- 
rablemente menores que en el caso cuando decimos que ellas son 
independientes. La exigencia de independencia de las magnitudes 
es más rigurosa que la de no correlatividad. 

En algunos casos es más conveniente examinar el momento de 
correlación normal o, como éste suele llamarse, el coeficiente de 
correlación. Se denomina coeficiente de correlación de las magnitudes 
aleatorias X y Y la relación del momento de correlación de las 
mismas a la media geométrica de sus dispersiones: 


kazy 


(3.4.9) 
070, 


Ejemplo 3.4.4. Hallar el momento de correlación de las componentes do 
un vector aleatorio repartido uniformemente en un rectángulo. 

Como la distribución conjunta de las componentes del vector aleatorio 
dispuesto en el plano es simétrica con rospocto a los ejes de coordenadas, entonces 
es evidente que my = my = Ô, kyy = 0. De esto se puede convencerse llevando 
a cabo la comprobación” directa. Por consiguiente, (vóaso el ejemplo 3.2.4). 
Jas componentes del vector aleatorio (X. Y) no solamento están no correlacio- 
nadas sino que son tambión independientes. 

Ejemplo 3.4.2. Hallar el momento de correlación de las componentes de 
un vector aleatorio uniformemente repartido en la elipse. 

En virtud de la simetría de la distribución de probabilidados del vector 
aleatorio, está claro que my = my = 0, kyy = 0. 

Sin embargo, en el ejemplo, 32.2 hemús descubierto que X o Y son depen- 
dientes. Así pues, las magnitudes aleatorias X, Y son dependientes pero no 
están corrolacionadas. 


Si en la definición de la esperanza matemática y de la dispersión 
de una magnitud aleatoria, enunciada en el $ 2.3 [las fórmulas (2.3.2) 
y (2.3.9)1 la densidad de probabilidad de la magnitud aleatoria X 
se sustituye por la densidad condicional de probabilidad de X con 
respecto a cierto acontecimiento A o con respecto a otra magnitud 
aleatoria Y, obtendremos la definición de la esperanza matemática 
condicional y de La dispersión condicional de X con respecto a A o Y. 
Designaremos la esperanza matemática y la dispersión condicionales 
de la magnitud aleatoria X con respecto al acontecimiento Á por 
2—enas 


114 Cap. 3 Magnitudes aleatorias vectoriales 


MIX | A] y D [X | A] respectivamente. De un modo análogo desig- 
naremos la esperanza matemática y la dispersión condicionales de la 
magnitud aleatoria X con respecto a la magnitud Y correspondiente- 
mente por M [X | Y] y DIX | Y). 

De un modo absolutamente igual que para un vector aleatorio 
bidimensional se determinan los momentos de un vector aleatorio 
con un número cualquiera de componentes. Le dejamos al lector 
que por sí mismo escriba las fórmulas generales y nos limitaremos 
a los momentos de primer y segundo orden. 

Los momentos de primer orden de un vector aleatorjo n-dimen- 
sional X representan las esperanzas matemáticas My y - =>) My, 
de las componentes Xy, . . ., Xp. Esto da lugar a que la esperanza 
matemática del vector aleatorio X se defina como vector my cuyas 
componentes son las esperanzas matemáticas Mx, - + », Mz, de las 
componentes Xy, ..., Xa correspondientes del vector aleatorio X. 

Los momentos centrales de segundo orden del vector aleatorio 
n-dimensional X representan las dispersiones Da, , >.. Dz, 
y todos los momentos de correlación ken kasr -> -> Kanop mn 
do sus componentes Xy, . .., Xn. Suponiendo, para abreviar, que 


kw= Day legal, (V pmt, en vep) (3440) 


obtendremos n* momentos centrales del vector aleatorio X que se 
pueden considerar como elementos de la matriz cuadrada *). 


kuki 00 Kan 
K= |l kas koa +++ Kon [| || kvu lv 1, - 
kaskna «> kan 


Esta matriz se llama matriz de correlación del vector aleatorio X. 
Ahora bien, si se limita a los momentos de primer y de segundo 
orden del vector aleatorio X, éste se caracterizará por el vector de 
esperanza matemática m, y por la matriz de correlación K. 
El momento de correlación de dos magnitudes aleatorias no 
depende evidentemente del orden en el que se toman estas magni- 
tudes 


(3.411) 


op =M [XX] = M LX X9] = kuv (8.412) 


Así pues, los elementos de la matriz de correlación dispuestos 
simétricamente con respecto a la diagonal principal son iguales uno 
a otro, es decir, la matriz de correlación es simétrica. 


*) So llama matriz a un cuadro de números dispuestos en reng 
lumnas, Si el número de renglones es igual al de columnas, la ma! 
cuadrada. Si el número de renglones no es igual «l de columnas, 
fama rectangular. 


la matriz se 
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$ 3.5. Función característica de un vector aleatorio 


La función característica de un vector aleatorio X con las com- 
ponentes Xy, -.., Xa se determina por la fórmula 


Ellas > +01 An) =M lexp {1 AXi ++ H AnXa)) (8-54) 


Cuando n = 1, de esta fórmula se deduce la definición de la función 
característica, de una magnitud aleatoria escalar, enunciada en 
el $ 2.4. 

Aplicando la fórmula (3.4.2) (más exactamente, su generaliza- 
ción referente al vector aleutorio n-dimensional) para el cáloulo 
de la esperanza matemática, obtendremos la siguiente expresión 
para la función característica del vector aleatorio X: 


Ela cod) | co. | exp (E Ouzit > Ann) X 


XÍ (Ls, -+s En) dzi -.. din. (3.5.2) 


Dado que la densidad de probabilidad de un vector aleatorio, 
debido a sus propiedades principales (3.1.15) y (3.1.16), es una 
función integrable no negativa, se puede presentar dicha densidad 
por la integral de Fourier 


as ja, me î en CRET 


X exp {i [h (1—2 + - ++ H An(n —En))} dës -+ dén. (3.5.3) 
Pero en virtud de (3.5.2) 


Flis oea En] 


Jee N AEn ee es End exp (i u Eia + + oHa (En —20)1) x 


Xd, «o. dën = exp (—i (Mti +. + ÀnTn)} g (da, + 
Por eso la fórmula (3.5.3) se puede presentar en la forma 


An). 


Vr =p S o f pon) X 


Xgl =>, An) dha e. dàns (3.5.4) 


Esta fórmula enuncia la densidad de probabilidad del vector aleato- 
rio por medio de la función característica del mismo. 

Ahora bien, la función característica puede servir de caracte- 
rística probabilística completa de un vector aleatorio. Conociendo 
la función característica, se puede hallar, por la fórmula (3.5.4), la 


ge 
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densidad de probabilidad del vector aleatorio y, por consiguiente, 
la función de distribución del mismo. 

Las fórmulas (3.5.2) y (3.5.4) muestran que la función caracte- 
rística del vector aleatorio es la transformación de Fourier de su 
densidad de probabilidad y esta última es la transformación inversa 
de Fourier de la función característica. 

Conociendo la función característica del vector aleatorio, se 
puede determinar fácilmente los momentos del mismo. En efecto, al 
derivar la fórmula (3.5.2) k, veces con respecto a Ay, ke veces con 
respecto a M, etc, kn veces con respecto a An, obtendremos *) 


a aĵ BEET 


aa Zn) d%, ... din. 
(8.5.5) 
=1 An = 0, obtendremos 


à 2] (8.5.6) 
. 


donde el cero significa que, una vez efectuada la derivación, hay 
que admitir que A = A=.. An =0. 

De un modo absolutamente semejante se puede expresar los 
momentos centrales del vector aleatorio mediante la función carac- 
terística del mismo. 

Con ayuda de las funciones características se puede resolver el 
problema de determinación de las leyes de distribución de las fun- 
ciones de las magnitudes aleatorias, examinado en el $ 3.3. 

Examinemos primeramente una magnitud aleatoria escalar Y 
enlazada con otra magnitud aleatoria escalar X por la dependencia 


funcional 
Y =9 (X), (8.5.7) 


donde ọ es una función unívoca arbitraria. En virtud de la defini- 
ción, la función característica de la magnitud aleatoria Y se expresa 


por la fórmula i 
Ea (A) = M lY] = MiedAm)] * 
o bien 


a= j Af (e) dz, (3.5.8) 


+) Claro está que la fórmula (3.5.2) se puede derivar solamente en el caso 
de que las integrales, obtenidas como resultado de la derivación, Se converjan 
niormeriótia, ee decir, si existen los momentos correspondientes del vector 
aleatorio. 
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¡donde f, (z) es la densidad de probabilidad de la magnitud aleato- 
“tia X. Al tomar la transformación inversa de Fourier, hallaremos, 
según la fórmula (2.4.3), la densidad de probabilidad de la magnitud 
aleatoria Y: 


f= iy | regala) dà. (8.5.9) 

De un modo análogo se hallan, con ayuda de las funciones carac- 

terísticas, las leyes de distribución de las funciones vectoriales 

de- las magnitudes aleatorias. Si las componentes del vector aleato- 

rio Y son las funciones unívocas conocidas de las componentes: del 
vector aleatorio X: 

Ya = Qr (Xp, ¿Y id (8.5.10) 


entonces la función característica del vector aleatorio Y se define 
por la fórmula 


Era 002 An) = $ 0 | ep GE apa (o <> Tn) ho 


HAmPm (Zis +++ Zn)I} fa (Zas -- +» En) dz ~.. dza, (8.5.4) 


donde fi (Z1, . . 1 Zn) es la densidad de probabilidad del vector 
aleatorio X. Al tomar la transformación inversa de Fourier, halla- 
remos la densidad de probabilidad del vector aleatorio Y: 


lalo m == SS ep {i Oa ++ > hAmim)) X 


X g2(M, -=s Am) dM ~.. dàm. (3.5.12) 


Las fórmulas (3.5.11) y (3.5.12) resuelven por completo el problema 
planteado. 


Ejemplo 3.5.1. Hallar la ley do distribución de la suma de dos magnitudes 
aleatorias independientes uniformemente repartidas cuyas esperanzas mato- 
máticas son iguales a cero. 

En este caso tenemos una sola magnitud aleatoria escalar Y q ropresenta 
la suma de las componentes del vector aleatorio bidimensional X: 


Y= X,+ Xr 
Las densidades de probabilidad de las magnitudes aleatorias X, y X: 
se determinan correspondientemente por las fórmulas 
[ia si l=]<a, 
mMEI=1 o si iml>e 
1/2b si [zal <>». 
0 si [za [>b. 


a) 
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La donsidad conjunta de probabilidad do las tds aleatorias X; y Xa 
es igual al producto de las densidades de probabilidad de las mismas. Aplicando 
la derma (3.5.14), hallamos la función característica de la magnitud aleato- 
ría Y: 


ao f 
TOE. ies 
u= $ des j a y 
a E 7 a 
as iaa 9... Senha sen Ab 
=q | Mia a a, 


ma » 


Luego, según la fórmula (3.5.12), hallamos la densidad de probabilidad do la 
magnitud aleatoria Y: 


n= | Py) 


f eriy Senda p, 


1 
“ab 


1 coshysen ha-son hb, gy 


i [emaan ás 


Poro la última integral es igual a cero como integral en límites simétricos de la 
función impar; Al mismo tempo, la primora integral, como integral en límites 


simétricos de la función par, es igual a la integral doblada en los límites desde 
hasta co. Por consiguiente, 


Mz 


j cos Ay-sem hasen hò yy 
0 e: OS 


1 ` 
T j leos (a—b-+-y) h—cos (a—b— y) A 


—cos(a 4044) h— cos (a-+b—y) A) FF 
Do aquí, aplicando la fórmula conocida 


A—cosah y a 
¡[Lara 


balli 


10= y lero + la +o—yl—]0—b4y|—1—b—4)). 
El gráfico de esta densidad de probabilidad se muestra en la fig. 3.5.1. 
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$ 3.6. Ley normal bidimensional de distribución 


La densidad de probabilidad del vector aleatorio (X, Y) bidi- 
mensional normalmente repartido se enuncia, en el caso general, 
por la fórmula 


1e, p= Ves exp [ Glen (e—a) + 


+200(2—0) 0 He), (8.64) 


donde las magnitudes Cis, C22 Y Cs1C22 — Cj, Son positivas. Hallemos 
la ley de distribución y las leyes condicionales de distribución de 
las componentes X y Y de este vector aleatorio. (3.1.18), la 
densidad de probabilidad de la magnitu oria X se expresa por 
la fórmula 


ho- Vea Í esp [Hen tea): + 


+2 (20) (Y—0) + cn (y 031) dy 


VEB exp {teea} x 


x f exp [—G eua) vtem} do. — (8.6.2) 
Para el cálculo de la integral obtenida apliquemos la fórmula 


e - 
¡ en-N’ y VEA, (3.6.3) 


cuya deducción se expone en el suplemento (fórmula (1)1. En virtud 
de esta fórmula. 


j exp [4102 (20) vt ew} w= 


-V Zop (EZ) 684 
Sustituyendo esta expresión en (3.6.2), obtendremos 
no=y SE b ep (uei eat}. (8.6.5) 


Comparando esta fórmula con la expresión (2.5.12) de la densidad 
de probabilidad normal unidimensional, vemos que la componen- 
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te X del vector aleatorio bidimensional normalmente repartido 
(X, Y) también está distribuida normalmente; en este caso la espe- 
ranza matemática y la dispersión de dicha componente se determinan 
por las fórmulas 


my=4, Dy Le (8.6.6) 


En virtud de la simetría, la densidad de probabilidad fz (y) de la 
magnitud aleatoria Y se expresa por la fórmula análoga a (3.6.5): 


hoy EEE exp (pS ya). (86.7) 


Renn 


Al comparar esta fórmula con (2.5.12) resulta que la esperanza mate- 
mática y la dispersión de la magnitud aleatoria Y se definen por las 
fórmulas 
ini eS ess 
m=b Dye (3.6.8) 
Para determinar la densidad condicional de probabilidad de la 
magnitud aleatoria X con respecto a Y, apliquemos la fórmula (3.2.8). 
Sustituyendo en ella las expresiones (3.6.4) y (3.6.7), después de 
simplificar obtendremos 


li=(21y)= 
=y Dom (5 [entea + en(a yo+ E (yb) ]) 


o bien 


hely= He [ear]. (3.6.9) 


Una fórmula somejanto se obtiene para la densidad condicional de 
probabilidad de la magnitud aleatoria Y: 


hula=y E exp {~ [r-t ea]}. 6.6.10) 


Comparando las fórmulas (3.6.9) y (3.6.10) con la expresión general 
(2.5.12) de la densidad de probabilidad normal unidimensional, 
llegamos a la conclusión de que la ley condicional de distribución 
de cada componente del vector aleatorio normalmente repartido es 
también normal con respecto a la otra componente; con ello, las 
esperanzas matemáticas condicionales y las dispersiones condicio- 
nales de las componentes X, Y del vector aleatorio (X, Y) se definen 
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por las fórmulas 
MIX ly=a— E (yb), DIX ] 


Tri En 


(8.6.11) 


MIY |z)=b— Ê (a), Drl=h. 


Al comparar las expresiones (3.6.5) y (3.6.7) de las densidades 
de probabilidad no condicionales con las (3.6.9) y (3.6.10) de las 
densidades de probabilidad condicionales de las componentes de un 
vector aleatorio normalmente repartido, se desprende que estas 
componentes son por lo común magnitudes aleatorias dependientes. 
Y solamente en caso en que €z = 0, las componentes de un vector 
aleatorio bidimensional normalmente repartido son independientes. 

Demos la interpretación geométrica de los resultados obtenidos. 
La ecuación 
Eu (a — a)? + 2c,2 (z — aly — b) + caz (y — b)? = 218. (3.6.12). 
cualquiera que sea el valor k, es la ecuación de la curva central de 
segundo orden con centro en el punto (a, b). Como el discriminante 
D = CCa3 — Ch es positivo, entonces esta curva representa una 
elipse. Si se considera k como parámetro, a la ecuación (3.6.12) 
le corresponde una familia de elipses concéntricas semejantes. En 
todos los puntos de la elipse correspondiente al valor dado del pará- 
metro k la densidad de probabilidad f (z, y) tiene un mismo valor 


igual a / Z e=™, Al alojarse del centro do dispersión, es decir, al 


aumentar el parámetro k; la densidad de probabilidad disminuye. 
Debido a esto, la distribución de los valores posibles de un vector 
aleatorio bidimensional se puede representar geométricamente por 
una familia de elipses concéntricas semejantes cuya espesura dismi- 
Nuyo, al alejarse del centro de dispersión, proporcionalmente a la 
magnitud e-**, Tal cuadro de la dispersión en el plano, subordinada 
a la ley normal, se llama diagrama de dispersión. 

La ecuación 

205 (yb), (3.6.13) 

que representa gráficamente la dependencia de la esperanza matemá- 
tica condicional de la magnitud X del valor y de la magnitud Y es, 
como es sabido de la teoría general de las curvas de segundo orden, 
la ecuación del diámetro de una elipse (3.6.12) conjugada con la 
dirección del eje z. Este diámetro divide en dos partes iguales a todas 
las cuerdas de la elipse y corta a la elipse en los puntos en los cuales. 
las tangentes a ésta son paralelas al eje z (fig. 3.6.1). 

De un modo absolutamente análogo la recta 


y= > (a), (3.6.14) 
que refleja la esperanza matemática condicional de la magnitud Y 
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en función del valor z de la magnitud X, es el diámetro del diagrama 
«de dispersión conjugado con la dirección del eje y. Esta recta divide 
en dos partes iguales a todas las cuerdas de la elipse, paralelas 

al eje y, y corta a la elipse en los puntos en los 
cuales las tangentes a esta última son paralelas 
al eje y (fig. 3.6.1). 

La recta (3.6.13) que representa la dependen- 
cia de la esperanza matemática condicional de la 
magnitud X del valor y de la magnitud Y se llama 
línea de regresión de la magnitud aleatoria X a Y, 
Análogamente la recta (3.6.14) so llama línea de 
Fig. 3.6.1. regresión do la magnitud aleatoria Y a X. 

Como es sabido de la teoría de las curvas de 
segundo orden, los ángulos de inclinación de los 
«ejes del diagrama de dispersión (3.6.12) con respecto a los de coor- 
denadas se determinan por la fórmula 

= Yu 
tg B=. (38.6.15) 
De aquí se ve que las componentes de un vector bidimensional nor- 
malmente repartido son independientes precisamente cuando, y sola- 
mente cuando, los ejes del diagrama de dispersión son paralelos 
a los ejes de coordenadas. 

Hallemos ahora el momento de correlación de las componentes 
X, Y del vector bidimensional, aleatorio normalmente repartido 
(X, Y). Sustituyendo en la fórmula (3.4.7) la expresión (3.6.1.) 
«e la densidad normal de probabilidad, teniendo en cuenta que las 
esperanzas matemáticas de las magnitudes aleatorias X y Y son 
iguales a a y b respectivamente, y cambiando las variables 
u= x — a, v = y — b, obtendremos 


Raym Ven iy 
x f $ uvexp [ 4 len? + Zenun + ca) dudo. — (8.616) 


Para cumplir primeramente la integración con respecto a v, aña- 


diremos los términos en el exponente que contienen v hasta que se 
obtenga un cuadrado perfecto. Para esto conviene adicionar y restar 


en el exponente la magnitud YE uè. Entonces obtendremos 
mi 


ku = Van f wai (“usó 19). des 


x Î vep [Ep (v+ it 0) dv. 
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ze 


Al sustituir las variables ft =v -+ žu en la integral interior, 


tendremos 


iuei ue) dux 
z 


t} at 


x e-e u) exp {- 


o, valiéndose de las fórmulas (2.5.2) y (2.5.3), 


kay = y e ta utoxp {each u} du. 
Mesa Caa do Lera 


Ahora, aplicando la fórmula (2.5.4), obtendremos 
pr O t __ Vank 
b=- E Vena Ar 


Después de efectuar las simplificaciones correspondientes, obtendre- 
mos definitivamente 


TEA (3.6.47) 


Esser — cha 


Esta fórmula muestra que las componentes de un vector aleatorio 
bidimensional normalmente repartido están no correlacionadas si, 
y sólo si ĉı2 = 0. Pero anteriormente vimos que la igualdad cı, = 0 
cs necesaria y suficiente para que las componentes de un vector 
aleatorio bidimensional normalmente repartido sean independientes. 
Ahora bien, las componentes de un vector aleatorio bidimensional 
normalmente repartido están no correlacionadas precisamento si, 
y sólo si, son independientes. 

La segunda fórmula de (3.6.6), la segunda fórmula de (3.6.8) 
y la fórmula (3.6.17) se pueden considerar como ecuaciones con las 
incógnitas Cj1, C32 Y C22. Para resolver estas ecuaciones, multiplica- 
remos miembro a miembro las segundas fórmulas de (3.6.6) 
y (3.6.8) y de la fórmula obtenida restaremos la fórmula (3.6.17) 
elevada al cuadrado. Como resultado obtendremos 


DDy ku =p. (3.6.18) 


611622 — Ce 


Dividiendo por esta fórmula, miembro a miembro, la segunda 
fórmula de (3.6.8), la segunda fórmula de (3.6.6) y la fórmula (3.6.47), 
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después de simplificar, obtendremos 


D, 
A 
DD iy’ 1 


kx ; 
E" | (3.6.19) 


E, Dz 
a ) 

Así pues, basta conocer las dispersiones y el momento de correlación 
de las componentes de un vector aleatorio bidimensional normal- 
mente distribuido para determinar por completo todos los coefi- 
cientes en la expresión de la densidad de probabilidad del mismo. 

Es evidente que no es suficiente conocer solamente las dispersi 
nes Dy y D, para determinar la densidad conjunta de probabilidad 
de las magnitudes aleatorias X, Y. Por consiguiente, como muestra 
el ejemplo de las magnitudes aleatorias normalmente repartidas, 
no basta conocer las densidades de probabilidad de las magnitudes 
aleatorias, tomadas por separado, para determinar su densidad con- 
junta de probabilidad. 

Sustituyendo las expresiones (3.6.19) en la fórmula (3.6.1) 
y teniendo en cuenta que las magnitudes a y b representan las espe- 
ranzas matemáticas de las magnitudes aleatorias X, Y respectiva- 
mente, obtendremos 

1 


1e D= E * 
Dye 
Dy (Ma) —2Ky (2 Ma) (Y — My) +- Da (y — my)? 
xoxp {- 0D Ay } - (3.6.20) 


$ 3.7. Maguitudes aleatorias complejas 


Hasta ahora hemos examinado solamente las magnitudes aleato- 
rias reales, lo que es suficiente para las aplicaciones prácticas. Sin 
embargo, durante la determinación de las funciones características 
de las magnitudes aleatorias reales ya hemos encontrado las mag- 
nitudes aleatorias complejas Y =e Y y Z = elm, Xib- +A), 
Así pues, en la Teoría de las Probabilidades conviene examinar 
no solamente las magnitudes aleatorias reales sino también las 
complejas. En los capítulos ulteriores, al estudiar la teoría de fun- 
ciones aleatorias, tendremos que calcular las esperanzas matemáti- 
cas, dispersiones y momentos de correlación de las magnitudes alea- 
torias complejas. Por eso deberemos extender las nociones de espe- 
ranza matemática, dispersión y momento de correlación a las 
magnitudes aleatorias complejas. 

Se llama magnitud aleatoria compleja a tal magnitud aleatoria 
cuyos valores posibles son números complejos. La magnitud aleato- 
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ria compleja Z se puede representar en la forma 
Z=X+Y, (3.7.4) 


Donde X y Y son magnitudes aleatorias reales e i = V ZT. A un 
conjunto cualquiera de valores posibles z, y de las magnitudes 
aleatorias X, Y le corresponde un número complejo z = z + iy 
que es un valor posible de la magnitud aleatoria compleja Z. 

Considerando la magnitud aleatoria compleja como función de 
dos magnitudes aleatorias reales X, Y, se puede aprovechar la fór- 
mula (3.4.2) para el cálculo de la esperanza matemática de la magni- 
tud aleatoria Z. Como resultado obtendremos 


MiZ]= $ f (z— iy) f (z, y)dzdy = 
= | | af udedy+i | È vi{e dedy 
o bien 
M |Z]= M [X] +iM[Y]. (3.7.2) 


Pues bien, la esperanza matemática de una magnitud aleatoria 
compleja es igual al número complejo cuyas partes real e imaginaria 
son iguales respectivamente a las esperanzas matemáticos de las 
partes real e imaginaria de esta magnitud. 

AL hacerse extensiva la noción de dispersión a las magnitudes 
aleatorias complejas, es natural que se tiende a conservar la pro- 
piedad principal de la dispersión: la positividad esencial. De acuerdo 
con esto, se llama dispersión de la magnitud aleatoria compleja 
Z = X + iY a la esperanza matemática del cuadrado del módulo 
de la correspondiente magnitud aleatoria centrada: 


DAZIl =M1|1Z—m,P]=M1]2 1? (3.7.3) 

Teniendo en cuenta que |Z? |? = (X°)? + (Y9)?, se puede escribir 
D [Z] = M {X°}? + (49. 
Pero, como veremos en el párrafo siguiente, la esperanza matemática 
de la suma de magnitudes aleatorias es siempre igual a la suma de 
sus esperanzas matemáticas (el teorema de adición de esperanzas 
matemáticas). Por eso 
D [Z] = MUXYI + M {Y°}. 

El primer sumando del segundo miembro representa la dispersión 


de la magnitud aleatoria X y el segundo sumando, la dispersión 
de la magnitud aleatoria Y. Por consiguiente, 


D IZ) = D 1X] + D 1Y). (8.7.4) 
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Ahora bien, la dispersión de una magnitud aleatoria compleja es 
igual a la suma de las dispersiones de las partes real e imaginaria 
de la misma. 

De la definición del momento de correlación (3.4.7) de una mag- 
Ditud aleatoria real se deduce que el momento de correlación de una 
magnitud aleatoria consigo misma es igual a su dispersión. Al hacerse 
extensiva la noción de momento de correlación a las magnitudes 
aleatorias complejas, es natural que se tienda a conservar esta pro- 
piedad. De acuerdo con lo dicho, el momento de correlación de las 
magnitudes aleatorias complejas 


X=X +iXoa Y =Y,+iY, (3.7.5) 
se determina por la fórmula 
Kay = M IXP"). (3.7.6) 


En el caso particular cuando se trata de las magnitudes aleatorias 
reales X y Va esta definición del momento de correlación coincide 
con la dada en el $ 3.4. 

El momento de correlación de las magnitudes aleatorias complejas 
se puede expresar por medio de los momentos de correlación de las 
partes reales e imaginarias de las mismas. En efecto, de acuerdo 
con el teorema de adición de las esperanzas matemáticas 


MXF?) = M (X+ iX) Yy iY) = 
=M XY NAM IXY GM XY — M NiX). 


Pero, como veremos en ol párrafo siguiente, la magnitud constante 
se puede sacar del signo de esperanza matemática. Por eso, sacando 
del signo de esperanza matemática la unidad imaginaria i, obtendro- 
mos 


M 1X0Y9] = M [XY N+M [XY N+M [XY —¿M (X0Y9) 
o bien 
kay =kzu tka, Hi (kx kew) (3.7.7) 


Hemos deducido las fórmulas (3.7.4) y (3.7.7), valióndonos de 
ciertas propiedades de las esperanzas matemáticas que se estable- 
cerán en el párrafo siguiente. Está claro que luego, no debemos apli- 
car las fórmulas (3.7.4) y (3.7.7) al demostrar las propiedades de las 
esperanzas matemáticas. 

Para evitar la confusión, convengamos en que en lo sucesivo 
examinaremos, Como regla, las magnitudes aleatorias reales y siempre 
indicaremos especialmente cuando se trate de las magnitudes alea- 
torias complejas. 
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$ 3.8. Propiedades de las esperanzas matemáticas 


Estudiemos ahora las propiedades fundamentales de las esperan 
zas matemáticas. En este caso, para la universalidad, consideremos. 
que las magnitudes aleatorias que se examinan y todos los números- 
que se encuentran pueden ser tanto reales como complejos. Esto nos 
concederá el derecho de aplicar todas las fórmulas obtenidas a las 
magnitudes aleatorias complejas, lo que necesitaremos en los ca 
tulos sucesivos al estudiar la teoría de las funciones aleatorias. 

La esperanza matemática de cualquier magnitud no aleatoria: 
es igual a la propia magnitud 


M [e] = 


(8.8.1) 


En efecto, la magnitud no aleatoria c tiene un solo valor posible © 
y la probabilidad de que tome este valor es igual a la unidad. Por 
eso, aplicando la fórmula (2.3.14), obtendremos precisamente la 
fórmula (3.8.4). 

La esperanza matemática del producto de una magnitud no alea- 
toria por una aleatoria es igual al producto de la primera magnitud 
por la esperanza matemática de la segunda: 


M [cZ] = cM (21. (8.8.2) 


Con otras palabras, la magnitud no aleatoria se puede sacar deb 
signo do esperanza matemática, En efecto, 


MiZ|= f f ole+ iy) f (z, y) dz dy = 


{z+ iy) f(z, y) dz dy = cM |Z|- 


æ æ 


EJ 


La esperanza matemática de la suma de las magnitudes aleatorias 
es igual a la suma de sus esperanzas matemáticas 


MIX +Y) = M [X] + M IY]. (3.8.3) 


Primeramente demostraremos esta propiedad para las magnitu- 
des aleatorias reales. En este caso, en virtud de la fórmula (3.4.2) 


MI[X4+Y]= j j (z+y) f(z, y drdy= 
g î [a Ddzdy+ f juro dady- 
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Aquí el primer sumando representa la esperanza matemática 
de la magnitud aleatoria X y el segundo, la esperanza matemática 
de la magnitud aleatoria Y. Ásí pues, para las magnitudes aleatorias 
reales la fórmula (3.8.3) queda demostrada. Supongamos ahora 
que X y Y sean magnitudes aleatorias complejas: 

X=X +iXoa Y =Y,+1Ya (3.8.4) 
donde Xy, Xz, Y, y Yz son magnitudes aleatorias reales. En virtud 
de (3.7.2) tenemos 
MIX + Yl=MIX, + Y, + i (X: + Y:) = 

= MIX, + Y il + iM [Xo + Yal. (3.8.5) 

Puesto que para las magnitudes aleatorias reales la fórmula (3.8.3) 
ya ha sido demostrada, entonces 

MU, + Yil = M [X] + M IY}, 

M [Xa +Y2l = M [X;) + M [Y4]. 
Sustituyendo estas expresiones en (3.8.5) y volviendo a aplicar la 
fórmula (3.7.2), obtendremos 
MIX +Yl= M(X] + MUY] + i{M (X2l + M Yal} = 

= M [Xa] + iM [Xa] + MUY) + iM IY] = 

= M IX, + iX:) + M IY, + Ya] = M IX] + M IY], (3.8.6) 
que es lo que se trataba de demostrar. Así pues, la fórmula (3.8.3) 
está demostrada para cualesquiera magnitudes aleatorias. 

Valiéndose del método de la inducción matemática, esta pro- 
piedad de las esperanzas matemáticas puede hacerse extensiva 
a cualquier número de magnitudes aleatorias reales o complejas 

z > 

v Zo : 


MIŠ 21= Š MiZ (8.8.7) 
{A al 


Las fórmulas (3.8.3) y (3.8.7) enuncian el teorema de adición de 
las esperanzas matemáticas: La esperanza matemática de la suma 
de magnitudes aleatorias es igual a la suma de sus esperanzas mate- 
máticas. 

La esperanza matemática de una función lineal de las aleatorias 


U= $ aZ,+b (3.8.8) 
“a 


es igual a la misma función de las esperanzas matemáticas de estas 
magnitudes: 


m= Y) an, +b. (3.8.9) 
Aa 
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En efecto, según las propiedades deducidas de las esperanzas mate- 
máticas 


M Wy M1 Y a 2d bl = Y) Mo 24 0101= 3) aM Z+ 
2 à 2 


que es lo que demuestra la fórmula (3.8.9) 

Supongamos ahora que X e Y son dos magnitudes aleatorias 
arbitrarias, escalares o vectoriales, con componentes reales (las 
magnitudes aleatorias complejas siempre se pueden considerar como 
vectores aleatorios bidimensionales con componentes reales). Sea 
 (X, Y) la función unívoca de las magnitudes aleatorias X, Y. 
Según la definición (3.4.2) 


MO Yy= | | ot y) tle, y) dedy, 


donde f (z, y) es la densidad conjunta de probabilidad de las magni- 
tudes aleatorias X, Y. Expresando csta densidad de probabilidad 
por la densidad de probabilidad de la magnitud X y por la densidad 
condicional de probabilidad de la magnitud Y, según el teorema de 
multiplicación de densidades de probabilidad (3.2.10), obtendremos 


| | oe Dinu day 


MIX, Y) 


J [ f oe nhawi] hide 


La integral interior representa la esperanza matemática condicional 
de la función « (z, Y) de la magnitud aleatoria Y para el valor 
dado z de la magnitud aleatoria X: 


| oe Dhule) dy 


M |z, Y) |z]. (3.8.10) 


Por consiguiente, 
MiX. Y= | Mig, Viajar (8841) 


La magnitud M [q (z, Y) |z] depende del valor x de la magnitud 
aleatoria X. Por eso la magnitud M lp (X, Y) |X] representa la 
función de Ja magnitud aleatoria X : M lọ (X, Y) 1 XI =p (X). 
La integral en la fórmula (3.8.11) representa la esperanza matemá- 


90935 


130 Cap. 3 Magnitudes aleatorias vectoriales 


tica de esta función: 


j M lọ (z, Y)]z] (2) d2=M |M lẹ (X, Y) XI) 


Por lo tanto, 
M lọ (X, Fl = M IM lẹ (X, Y) | XI. (3.8.12) 


Esta fórmula demuestra que la esperanza matemática de la función 
de dos magnitudes aleatorias (escalares o vectoriales) se puede cal- 
cular no a la vez sino consecutivamente: primeramente se halla la 
esperanza matemática condicional, considerando fijado el valor de 
una de las magnitudes aleatorias, y Juego se halla la esperanza 
matemática de la así obtenida función de esta magnitud aleatoria. 
Esta propiedad de las esperanzas matemáticas se utiliza frecuente- 
mente en las aplicaciones prácticas. 


esperanza matemática del producto de las com- 
montos X, Y do un vector aleatorio bidimensional normalmente repartido 
según la fórmula (3.8.12) hallamos primeramente la esperanza matomática con- 
dicional del producto XY para el valor fijado z de la magnitud aleatoria X. 
Eu virtud do (3.8.2), al calcular esta esperanza matemática condicional, el valor 
æ de la magnitud aleatoria X se puede sacar del signo de la esperanza matemá- 
tica. Entonces obtendremos 


MY [al = zM \Y 12) 


Sustituyendo aquí la expresión de la nza matemática condicional de la 
magnitud aloatoria Y Ga 8.611). obtenida on el $ 3.8, hallaremos 


Ejemplo 3.8.1. Hallar 


€ 

Mjav (]== [92 (10) > 

Sustituyondo aquí z por la magnitud aleatoria X, obtendremos la función de 
la magnitud aleatoria X: 

v= 

Luego, por la fórmula (3.8.42), hallaremos 

i 

M(XY]=M [MIXY | X] =M [xP»-22a-0]] 


o bion, aplicando las propiedades de las esperanzas matemáticas, determinadas 
más arriba, 


xr] x1=x [2 xo]. 


mixyj= (94 E 


En ol $ 3.6 vimos que M {X} = a y en el $ 2-3 se demostró que 4 [X" 
= m} + D, fórmula (2.3.41)]. Por eso, teniendo en cuenta que mx 
cando la fórmula (3.6.0) para Dy, obtendremos definitivamente 


Mi) nn 1131. 


== 


a y apli- 


e e 
1 
eta 100 — e 


mixYi=(0+ == a) 
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o bien, aplicando la fórmula (3.6.17) para el momento de correlación de lag 


componentes, 

MIKY) = ab kyy = mamy + Koyo 
Homos deducido esta fórmula para el caso en que X y Y representan las comj 
nentes del vector aleatorio normalmente repartido, para ilustrar la aplicación 
de la fórmula (3.8.12). En el párrafo siguiente deduciremos esta fórmula para 


las magnitudes aleatorias reales arbitrarias, empleando un procedimiento con~ 
sidorablemente sencillo. 


$ 3.9. Propiedades de Jas dispersiones y de los momentos 
de correlación 


Ahora vamos a estudiar las propiedades de las dispersiones y de 
los momentos de corrclación de las magnitudes aleatorias, En esté 
caso, como en el párrafo anterior, consideraremos que, en lo genera), 
todas las magnitudes aleatorias y los números que se examinan 
pueden ser complejos. Esto es necesario para el estudio de la teoría 
de las funciones aleatorias en los capítulos sucesivos. 

De las propiedades de las esperanzas matemáticas se deriva 
directamente que la dispersión de cualquier magnitud no aleatoria 
es igual a cero y el momento de correlación de dos magnitudes no 
aleatorias es igual a cero. Lo mismo el momento de correlación de 
cualquier magnitud no aleatoria con la aleatoria es siempre igual 
a cero, porque de la primera propiedad de las esperanzas matemá- 
ticas se deduce que la magnitud no aleatoria centrada siempre es 
igual a cero. 

La dispersión del producto de una magnitud aleatoria por otra 
no aleatoria es igual al producto de la dispersión de la magnitud 
aleatoria por el cuadrado del módulo de la no aleatoria: 

D {cX) = į ¢ PD 1X]. (3.9.1) 
En efecto, 
D [cX] = M [| cX — M [cX] [1] = | c PM [1X — F) = 
Le PD IXI. 
Análogamente se demuestra que el momento de correlación de las 
magnitudes aleatorias 
U =aX, V =dY, (3.9.2) 


donde a y 5 son números complejos arbitrarios y X y Y son magni- 
tudes aleatorias, so determina por la fórmula 
kuo = 0D kyy. (3.9.3) 


Si las magnitudes aleatorias U y V representan funciones lineales 
de las magnitudes aleatorias X; 


YaX.+b, V= DN oXy+d, (2.9.4) 
= A . 


U 


9 
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entonces la dispersión de la magnitud aleatoria U y el momento de 
correlación de las magnitudes aleatorias U y V se determinan por 
las fórmulas: 


Ao (3.9.5) 


kao Di alakin (3.9.6) 
mimi 
donde Ay, es el momento de correlación de las magnitudes aleato- 
rías Xy, Xy (cuando p = v, la magnitud kyy representa la disper- 
sión de la magnitud aleatoria X,). En efecto, 


A 
DO=M Up =M1] X 0x5 1" = 
AS 
MY aa xXx l= Y aa MO Y ak 
mim vim AA 


Do un modo semejante se demuestra también la fórmula (3.9.6). 

En el caso particular, cuando se trata de magnitudes aleatorias 
no correlacionadas Xy, ..., Xp, las magnitudes kyy con distintos 
fadices son iguales a coro y las fórmulas (3.9.5) y (9.9.6) toman la 
jorma 


D¿= Y) jas |? Dy, (8.9.7) 
si 
kuo= D) AD, (3.9.8) 
a 
donde D, = kyy es la dispersión de la magnitud aleatoria 
X w=, a m. 


En las aplicaciones prácticas tiene importancia un caso particu- 
lar más, referente a la fórmula (3.9.5), cuando la magnitud U repre- 
serta la suma de las magnitudes aleatorias Xy ..., Xp 


U= $ xn (3.9.9) 
A 


Es evidonte que en este caso a, = 1 (v = 1, . n), b =0 y la 
fórmula (3.9.5) tomará la forma 


DWUj= X km. (3.9.10) 
viar 
Ahora bien, la dispersión de la suma de las maguitudes aleatorias 


es igual a la suma de todas Jas dispersiones y los momentos de co- 
rrelación de los sumandos. 
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En el caso particular, cuando las magnitudes Xp ..., X no 
están correlacionadas, la fórmula (3.9.10) toma la forma 


DIO)= Ÿ D, (89.11) 
4 


Así pues, la dispersión de la suma de las magnitudes aleatorias 
no correlacionadas es igual a la suma de las dispersiones de los suman- 
dos. Teniendo en cuenta que D [U] =0%, y Dy =o, donde 
Ou, Gp + >=» On son las desviaciones cuadráticas medias de las 


magnitudes aleatorias U, Xa, - . -+ Xn, respectivamente, podemos 
escribir la fórmula (3.9.11) en la forma 
n 
Yo. (8.9.12) 
A 


Las fórmulas (3.9.7), (3.9.8), (3.9.14) y (8.9.12) son aplicables 
para cualesquiera magnitudes aleatorias no correlacionadas. En 
particular, son válidas para las magnitudes aleatorias indepen- 
dientes. 

Calculemos ahora la esperanza matemática del producto de las 
magnitudes X o Y para las magnitudes aleatorias arbitrarias X e Y 
(el momento inicial mixto de segundo orden). Representando las 
magnitudes aleatorias centradas, en virtud de las propiedades de las 
esperanzas matemáticas, obtendremos” 


MIXFI = M (my + X° Jim, + F°) = mmy + MIX F", 


o bien 
MIXY) = mmy + kyy (3.9.43) 


En el caso particular, cuando se trata de las magnitudes aleato- 
rias no correlacionadas reales X o Y, la fórmula (3.9.13) toma la 
forma 

MIXY] = mmy. 8.9.14) 


Esto es el así llamado teorema de multiplicación de las esperanzas 
matemáticas: la esperanza matemática del producto de dos magnitu- 
des aleatorias no correlacionadas reales es igual al producto de las 
esperanzas matemáticas de las mismas. A diferencia del teorema 
de adición, el de multiplicación es válido solamente para las mag- 
nitudes aleatorias no correlacionadas reales. En particular, es 
válido también para las magnitudos aleatorias reales independientes. 

Demostremos también que el momento de correlación de las 
magnitudes aleatorias satisface la designaldad 


[zu | < VDD, (8.945) 
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Para la demostración nos valemos de la propiedad de la dispersión 
no negativa. Para cualesquiera magnitudes aleatorias X, Y y múme- 
ros no aleatorios a y b, la dispersión de la magnitud aleatoria 
a X — bY no puede ser negativa: 


DlaX — bY| >0. (8.9.16) 
Aplicando la fórmula (3.9.5) y teniendo on cuenta que en el caso 
dado n=2, a =a, a, =—b, obtendremos 


DlaX —bY]=|a/* Dy+|b]? Dy—dbkry— abkys. (3.9.47) 
Observemos ahora que 

kys =M [Y 9X0] = kry, (3.9.18) 

os decir, al cambiar el orden de las magnitudes aleatorias complejas, 

el momento de correlación pasa a la magnitud conjugada compleja. 


Teniendo esto en consideración y sustituyendo la expresión (3.9.17) 
en (3.9.16), obtendremos para cualesquiera a y b 


a? Ds+ |b}? D,—abl,y —abk, y >0. (3.9.19) 
Ahora, aprovechando que a y b son arbitrarias, hagamos 
a=k, b= Dy (3.9.20) 


Entonces, a desigualdad (3.9.19) tomará la forma 
\kxy |? Dx +- DIED, — Dx | kazy |? — Da | key 2 >0 
o bien 
Dy (DxDy— | kxy |) > 
De aquí se ve que para Dy >O 
D¿Dy — | kz 1? >0, 
de donde se deduce la desigualdad (3.9.15). Cuando Dy = 0, la mag- 
nitud aleatoria centrada X° es igual a cero con la ela, equi- 
valente a la unidad, debido a lo cual %.y = M [X°Y°] =0, es 
docir, también (3.9.15) se satisface. 
Sustituyendo en la desigualdad (3.9.15) las raíces de las disper- 


siones por las desviaciones cuadráticas medias, podemos escribirla 
en la forma 


(3.9.21) 


kay | < 00y- (8.9.22) 


De las desigualdades (3.9.45) y (3.9.22), así como de la defini- 
ción del coeficiente de correlación (3.4.9) se despronde que para 
cualesquiera magnitudes aleatorias el coeficiente de correlación 
no excede en"módulo a la unidad: 


IESS (3.9.23) 
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De los cálculos citados se ve que el signo de igualdad en las fór- 
mulas (3.9.46), (3.9.19), (3.9.21) y, por consiguiente, también en las 
(8.9.15), (3.9.22) y (3.9.23) es válido si, y sólo si, la dispersión de 
la magnitud aX — bY, para los valores elegidos de Jos coeficientes a 
y b, es igual a cero. Pero esto, a su vez, es posible solamente cuando 
la magnitud centrada aX"|-— bY° | con probabilidad equivalente 
a la unidad es igual a cero. Ahora bien, en todas las fórmulas escritas 
el signo de igualdad es válido si y sólo si, entre las magnitudes X 
e Y existe dependencia funcional lineal del tipo 


sy X0 —D,Y" =0. (3.9.24) 


Esto permite obtener cierta idea de qué es lo que caracteriza el coefi- 
ciente de correlación r„y. El coeficiente de correlación caracteriza, 
por decirlo así, el grado de aproximación de la dependencia entre 
las magnitudes aleatorias a la dependencia funcional lineal. En el 
caso de dependencia lineal el módulo del coeficiente de corrolación 
es exactamente igual a la unidad: | Tay | = 1. Si |rzy | = 0, no puede 
existir dependencia lineal entre las magnitudes aleatorias. Los 
valores de |r xy | comprendidos entre ol cero y la unidad dotor- 
minan basta qué punto la dependencia entre las magnitudes aleato- 
rias es próxima a la dependencia funcional lineal, 


Ejemplo 3.9.4. Hallar la esperanza matemática y In disporsión de la fre- 
cuencia de un acontecimiento para n pruebas independientes realizadas en 
iguales condiciones. 
Designemos por Xy ol número de veces que sucede el acontecimiento A 
como resultado de la v-ésima prueba. Calculemos la esporanza matemática y 
ersión de la magnitud aleatoria Xy. Esta magnitud liene dos valores 
posibles: O y 4, cuyas probabilidades son q= 4 — p y p» respectivamente. Por 
lo tanto, aplicando la fórmula (2.3.14), obtendremos 


Mo =0 g+i-p=p Pei 2 o me 


Así pues, la esperanza matemática del número de veces que se produco un acon: 
tecimiento al efectuar un solo experimento es siempre igual a la probabilidad 
de esto acontecimiento. Aprovechando la fórmula (2.3.15), hallamos la dis- 
persión de la magnitud aleatoria X, 

Dey= 0 my P arm 


vsi, 


ptq+gp= palo +p) = pa 
an) 


Según la dofinición, la frecuencia U de un acontecimiento A representa 
Ja relación del número de veces que sucedo el acontecimiento A, ol cual, evi- 
dentemente, es igual al número de veces que se produce éste on cada una de las 
pruehas, al número total de experimentos realizados: 


1 
T De 
Esta fórmula muestra que la frecuencia del acontecimiento A es una combinación 
lineal de Jas magnitudes aleatorias independientes X,, . . ., Xn que representan 


los números de veces que ocurre el acontecimiento A en cada una de las pruobas 
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realizadas. Por consiguiente, para determinar Ja esperan: temática do la 
frecuencia U se puede hacer uso de la fórmula (3.8.9). Teniendo en cuenta quo 
en este caso todos los coeficientes a, son iguales a 1/n y el término independiente 
b es igual a cero, obtendremos 


(8.9.25) 


Así pues, la esperanza matemática de la frecuencia de un acontecimiento es 
igual » la probabilidad de este último. Para determinar la dispersión de la 
frecuencia, upliquemos la fórmula (3.9.7). Como resultado obtendremos 


ya a 
Dam- X 0 = 7 Y Ar E, (3.9.26) 


De los resultados obtenidos se puede sacar la deducción práctica siguiente: 
la esperauza matemática do la frecuencia, cualquiera que sea el número do prue- 
bas, es igual a la probabilidad del acontecimiento, y la dispersión de la frocuon- 
ja tiendo u cero al aumentar ilimitadamente el número de experimentos. Ahora 
bien, cuando el número de pruebas es lo suficiente grande, prácticamente los 
valores posibles de la frecuencia de producción de un acontecimiento cstán 
comprendidos en límites tan estrechos como se quiera. Por eso, al ser grande el 
número de experimentos, podemos tomar la frecuencia con que se produce un 
acontecimiento por la probabilidad del acontecimiento. La expresión (3 
para la disporsión do ln frecuencia mos pormite estimar de ún modo aproxi 

la precisión con que la frecuencia se acerca a la probabilidad. Para ubtener quo 
la frecuencia de wn acontecimiento se aproxime de wn modo suficiontemento 
exacto a la probabilidad dol mismo, prácticamente bastan algunas deconas do 
pruebas (70-100) siempre que la probabilidad del acontecimiento no sea pró- 
xima al coro o a la unidad. 

Los resultados obtenidos son una consecuencia directa de la definición y las 
propiedades de las probabilidades do acontecimientos, así como, do la teoría 

lesartollada sobre la base de estas dofiniciones y propiedades. Así pues, de las 
leyes de la “Teoría de las Probabilidades so deduce la propiedad de estabilidad 
de las frecuoncias de acontecimientos quo se observa en la práctica, Porconsi- 
guiente, los conceptos Fra como baso de la Teoría de las Probabilidades dun 
a posibilidad de describir correctamente Jas propiedades de los fenómenos alea- 
torios frecuentes que se observan en la práctica. Por eso la Teoría de las Pro- 
babilidades se puede aplicar a los problemas de la práctica, estando en oste caso 
soguros de que las deducciones obtenidas con ayuda de esta Teoría son exactas. 

Ejemplo 3.9.2. Examinemos ahora una magnitud aleatoria X. Supongo- 
mos que se realizan n experimentos independientes on iguales condiciones y 

jue en cada uno de éstos se registra ol valor que toma la magnitud aleatoria Y; 
ego, según los datos obtenidos como resultado de las pruebas, se calcula el 
valor modio aritmético de la magnitud X. Designemos por Xy ol valor que la 
magnitud aleatoria X toma en la v-ésima prueba. Es evidente quo antes de que 
los experimentos hayan sido olectuados, de hecho, oste valor os una magnitud 
aleatoria, debido a lo cual el valor medio uritmético de la magnitud X, al ilevar 
a cabo n experimentos, 


3 
i= YX 
va 


también es una maguitud aleatoria. Según los datos del problema, Xy, - . +1 Xp 
son magnitudes aleatorias independientes con igual esperanza matemática my 
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e igual dispersión Dy. Aplicando las fórmulas (3.8.9) y (3.9.7), hallemos la es- 
peranza matemática y la dispersión dol valor medio aritmético de la magnitud 
aleatoria X al efectuar n experimentos: 


J n=- (3.9.27) 
v= 


esporanza matemática del valor 
el número de 


la posibilidad do determinar las esperanzas matemáticas de las magnitudes 
aleatorias según los resultados de las pruebas, tomando sus valores medios 
aritmóticos, cuando el número de experimentos es lo suficiente grande, por las 
esperanzas matemáticos. Y como los momentos de las magnitudes aleatorias son 
las osporanzas matemáticas de ciertas funciones de estas magnitudes, entonces 
cualesquiera momentos de las magnitudes aleatorias se pueden determinar como 
los valoros medios correspondientes, si el número de experimentos es lo sufi- 
cionte grande. En particular, las disporsiones estadísticas de las magnitudes 
aleatorias se pueden tomar pòr las dispersiones de las mismas y los correspon- 
dientes momentos de correlación estadísticos, por los momentos de correlación. 


Las tesis doducidas en los ejemplos considerados son los Leore- 
mas más sencillos de una gran cantidad de teoremas que entran en la 
parte especial de la Teoría de las Probabilidades que se llama co- 
rrientemente ley de grandes números. La ley de grandes números deter- 
mina por vía teórica, partiendo de los conceptos fundamentales de la 
Teoría de las Probabilidades, las propiedados de los fenómenos alea- 
torios frecuentes que se observan en la práctica. Ahora bien, la ley 
de grandes números fundamenta la validez de las tesis principales 
de la Teoría de las Probabilidades y la posibilidad de Ja aplicación 
práctica de esta teoría. 


$ 3.10. Determinación de los momentos de las fun 
de las magnitudes aleatorias 


nes 


En la práctica surge frecuentemente el problema de determinar 
los momentos de una magnitud aleatoria Y cuando vienen dadas las 
características probabilísticas de otra magnitud aleatoria X con la 
cual la magnitud Y está ligada por una dependoncia funcional deter- 
minada: 

Y = p (X). (3.10.4) 


donde y es una función unívoca completamente determinada. En los 
dos párrafos anteriores este problema fue resuelto para el caso de 
una función lineal p. En el caso general, para determinar los momen- 
tos de la magnitud aleatoria Y, es necesario conocer la ley de distri- 


138 Cap. 3 Magnitudes aleatorias vectoriales 


bución de la magnitud aleatoria X. Entonces, todos los momentos 
de la magnitud aleatoria Y que nos interesan pueden ser determina- 
dos por las fórmulas (2.3.4) y (3.4.2). 

Examinemos primeramente el caso de las magnitudes escalares 
X e Y. Según la definición, el momento de la magnitud aleatoria Y 
de orden k es la osperanza matemática de la magnitud aleatoria Y*; 


ag =M Y*]=M 9* (X)) (k=1,2,...). (3.10.2) 


Así pues, el cálculo de los momentos de la magnitud aleatoria Y 
se ha reducido al cálculo de las esperanzas matemáticas de las fun- 
ciones correspondientes de la magnitud X. Aplicaudo la fórmula 
(2.3.4) para calcular la esperanza matemática de la función q" (X), 
obtendremos 


aj= | aroa (k=1, 2, a0.) (3.10.3) 


Ahora bien, los momentos de la magnitud aleatoria Y, enlazada por 
una dependencia funcional (3.10.1) cou la magnitud aleatoria X, 
se determinan en principio sencillamente siempre que se conozca la 
densidad de probabilidad de la magnitud X. 

Supongamos ahora que Y es el vector aleatorio cuyas componen- 
tos Yı, ..., Ym son funciones univocas determinadas de las com- 
ponentes Xy, ..., Xa del vector aleatorio X: 


Ya = Pr (Xr -e Xn) (6 =1) 2... Mm). (3.10.4) 


En este caso, aplicando la fórmula (3.4.2) (más exactamente, su 
generalización extendida a los vectores aleatorios polidimensiona- 
les) para calcular los momentos del vector aleatorio obtendremos 


MIY“... Yin] 
= MIO (Ls, voer Xa) +0 (Xp ++ ++ Xa) — 


CS 


pS f NRA E ET 


XÍ (Et -o-s Zn) dz... daa (kis oo ey ka=, 2, ..). (8.10.5) 
Las fórmulas (3.10.3) y (3.10.5) son las fórmulas exactas para 


calcular los momentos de la magnitud aleatoria Y según la densidad 
de probabilidad preasignada de ła magnitud aleatoria argumento X 


Ejemplo 3.10.1. Hallar la esporanza mat a y la dispersión do Ta señal 
de salida do un elemento no lineal carente do , sí la soñal de entrada ro- 
presenta la suma de una señal útil determinada s y de la perturbación X. 

La señal de salida Y del elemonto que se considera se expresa por la fórmula 


Y =96+%, 
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m-=af= | 


parara, at | gitat l) de. 


Luego, la dispersión do la magnitud aleatoria Y so puede determinar por la 
fórmula (2.3.11) que expresa la dispersión por medio de los momentos iniciales 
a y a 


Dy=al —(af A. 


En los problomas de la automática la maguitud my representa de ordinario 
la parte útil de la señal de salida del olemento no lineal quo So considera, La 
magnitud Dy caracteriza la influencia de la perturbación en la soñal do salida, 
es decir, el “nivel del ruido de salida del elemento. 


Las fórmulas (3.10.3) y (3.10.5) son complicadas para la aplica- 
ción práctica, a pesar de que son en principio sencillas. Por eso es 
natural que surja la pregunta: ¿se podría sustituir estas fórmulas 
exactas pero complicadas por otras más sencillas aunque sean aproxi- 
madas? Resulta que en muchos problemas prácticos se puedo hacer 
esto con ayuda de la linealización de las funciones. 

En los $$ 3.8 y 3.9 vimos que si las funciones ẹ (X) y qn (Xa >> + 
+ «+ Xn) son lineales con respecto a sus argumentos, los momentos 
de estas funciones se expresan por fórmulas muy elementales que 
se deducen de las propiedades de las esperanzas matemáticas, dis- 
persiones y momentos de correlación. 

Para una determinación aproximada de las esperanzas matemá- 
ticas, dispersiones y momentos de correlación de las funciones no 
lineales derivables unívocas continuas de las magnitudes aleato- 
rias, descompongamos estas funciones en la serie de Taylor en la 
vecindad de las esperanzas matemáticas Ma, -.., Mzn de las 
magnitudes aleatorias Xy, . - ., Xa y omitamos en las series obte- 
nidas todos los términos superiores al primer grado. Entonces obten- 
dremos 


Yy=Qu(X1, <- -r Xn) Pu (Me, 


-s Men) + 


KJ 


+1 (E) X} (3.10.6) 
nat i 


donde X$, . . ., X% son las magnitudes aloatorias centradas corres- 
pondientes. 

Aplicando las fórmulas (3.8.9) y (3.9.6) y teniendo en cuenta 
que las esperanzas matemáticas de las magnitudes aleatorias X9, 
<.. X? son iguales a cero, obtendremos para los momentos de las 
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magnitudes aleatorias Y, .-., Ya las expresiones aproximadas 
siguientes: 


My, Qu (My 


ma 3 (e 


h T= 


Mm, (3407) 


sm) (3.10.8) 


Puesto que estas fórmulas son aproximadas, surge la cuestión acerca 
de los límites de su aplicación práctica. Para resolver esta cuestión 
conviene observar quo por ser las fórmulas (3.8.9) y (3.9.6) exactas 


Fig. 3.10.4. Fig. 3.10.2. 


para las funciones lincales, para las funciones no lincales serán tanto 
más exactas cuanto más próximas sean estas funciones a los linea- 
les en el campo de los valores prácticamente posibles de las magni- 
tudes-argumentos Xy, >» Xu. Por consiguiente, las fórmulas 
(3.10,7) y (3.10.8) son aplicables en aquel caso en que las funciones 

+ «y Ọm son lo suficiente próximas a las lineales en el campo 
de los valores s Prácticamente posibles de las maguitudes-argumen- 
tos Xp... Si estas funciones se desvían poco de las lineales 
en una gama od del cambio de sus argumentos (fig. 3.10.1), 
entonces las fórmulas (3.10.7) y (3.10.8) se pueden aplicar para gran- 
des dispersiones de las magnitudes aleatorias Xy, ..., Xp» Si 
estas funciones se desvían considerablemente de las lineales 
(fig. 3.10.2), entonces las fórmulas (3.10.7) y (3.10.8) son aplicables 
solamente para pequeñas dispersiones de las magnitudes aleatorias 


Mar + <p pa 


$ 3.11. Distribución normal polidimensional* 


La ley normal de distribución de un vector aleatorio n-dimen- 
sional X con las componentes Xy, ..., X o bien, lo que es lo 
mismo, la distribución conjunta normal de z magnitudes aleatorias 


El lector puede omitir este párralo sin perjudicar la comprensión de cari 
todo T lo sucesivo. 
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Xr.. 


AORERE ia 


: 
-V Ew {- 


X, se caracteriza por la densidad de probabilidad 


a 


Y cpa (€n — mp) — mo) > (341.4) 


» gst 


En esta fórmula el coeficiente adjunto a la función exponencial 
representa el multiplicador normalizador, elegido a razón de que 
la integral con respecto a todas las variables de —oo hasta co 
sea igual a la unidad; C representa la matriz compuesta con los 
coeficiontes cpg: 


Cin 
c=|mm-- amn (3.14.2) 


entra 


Carcas >>> Can 


y IC | es el doterminante de esta matriz 


Cuti +++ Cin 


ejje (3,41 


Observemos que el producto (Zy — 24) (£u — 4u) para cuales- 
quiera Índices v y p desiguales entra en la suma dos veces: una vez 
con el coeficiente cvy y otra con el coeficiente cy. Por eso, cuales- 
quiera quo sean los índices desiguales v y p, el papel esencial lo 
desempeña solamente la suma de los coeficientes cyp + Cuy. Por 
consiguiente, esta suma, sin pérdida del carácter general, siempre 
se puede considerar dividida equivalentemente entre los sumandos 
y de este modo considerar que la matriz C es simétrica, es decir, que 
Cna = Cap Para cualesquiera p y q. 

Demostremos, ante todo, que las magnitudes Xy, . - ., Xp, exami- 
nadas por separado, y cualesquiera combinaciones compuestas de 
ellas también están normalmente ropartidas. Para esto recordemos 
que para determinar la densidad de probabilidad de cierta parte 


de las magnitudes aleatorias, digamos Xy. -.., Xi (1< n), es 
necesario integrar la densidad conjunta de probabilidad de todas 
las magnitudes Xy, . . ., Xna con respecto a las variables correspon- 


dientes a las magnitudes restantes, en el caso dado con respecto a 
Tii -  + Zn. En virtud de esta regla, la densidad de probabilidad 
de las magnitudes aleatorias Xy, - .-, Xn- se expresará por la 
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fórmula 

S EOE A O 

-V A f exp (+ Y cn (ep— mp) (a m)} den. (8.11.4) 
ne 


Pero i 
A nl 
È Cale —Mp) (zm) = $ cpa (Ep —Mp) (24 — mp) + 
a NA 
mi 
+ Y) con (29 —Mp) (En —Mn) + 
E 
n-i 
+ Y) Cng (En — mn) (24— Mg) +Cnn (En — Ma)? 
a 


Teniendo en cuenta que la suma no depende de cómo están desig- 
nados los índices con respecto a los cuales se realiza la adición, 
podemos sustituir en la tercera suma el Índice de adición y por p, 
Entonces, teniendo en consideración que cap = Cp. y sacando el 
multiplicador común z, — m, fuera del signo de adición, obtendre- 
mos 

n 


a 
Èl Cpa (Ep Mp) (Mp) = Y Cpa (29 —mp) (24M) + 
p, qual P, qt 


“a 
+2 (20 Ma) X) Con (29 —Mp) + Can (En — mn). (3.41.5) 


Sustituyendo esta expresión en (3.11.4) y sacando el multiplicador 
que no depende de z, fuera del signo integral, obtendremos después 
de reemplazar la variable de integración £ = 2, — Mp 


Mo... nt (r 
S n-i 
=y Gro [5 Y cr (ep — mp) (ra —m)} x 


P, qui 
a 1 


x [op [e Denem 
1 


La ri 


20. Zna) = 


cant) dt. (311.6) 


Para calcular la integral obtenida, apliquemos la fórmula 


E 


f te a VR o, 6-11.7) 
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deducida en el suplemento [fórmula (1)1. Suponiendo en esta fór- 
mula que 
a ; 
n= — Y cpn (2p— mp), h? =g Can 
pa 


y sustituyendo la expresión obtenida de la integral en (3.11.16) 
hallaremos 


hi. ima lio ++ Eno 
nt 


-V EV E o (E D tem (am) 
Pa 


tail Demm) m 


Conan 
pata, y 


PR ba 

=V Tean ep {-7 2 (o a 
ma 

x (zp—mp) (zm) } > (341.8) 


Comparando esta expresión con (3.11.1), vemos que la distribución 
conjunta de las magnitudes Xy, ..., Xn- es normal. Puesto que 
esto es válido para cualquier n y la expresión (3.11.1) de la densidad 
normal de probabilidades es simétrica con respecto a las variables 
Zi >> Zn, nuestra afirmación está por completo demostrada. 
Integrando la expresion (3.11.8) sucesivamente con respecto a 
Za =19 Zn 2, Za, hallaremos la densidad de probabilidad de una compo- 
nente X, del voctor aleatorio normalmente repartido. En este caso 
nos convenceremos de que la esperanza matemática de la magnitud 
X, es igual a m,. Ahora bien, en la expresión de la densidad de 
probabilidad del vector aleatorio normalmente repartido, los núme- 
TOS My, ..., Mp representan las esperanzas matemáticas de las 
componentes del mismo Xy, .. ., Xp: Mp = Mep (P = 1, ..., n). 
"AL dividir la expresión (3.11.4) por (3.14.8), hallaremos la den- 
sidad condicional de probabilidad de la magnitud aleatoria X, con 
respecto al conjunto de las magnitudes restantes Xy, .. ., Xn-1 


In(tn] xr, - 


n=) = 


Tan exp [E Y crol — my) (2 — m) + 


pgi 


asi 
+4 D lor FE) (mp) (ra> mo) - 
pe 
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o bien, teniendo en cuenta (3.11.5), 


Jn (En (Ls <-> Ea) = 


-v 


oxp { — 4 can (En — Ma)? —(2a Mn) Y) cpn (2a — my) — 
E 


n-i 
y Fenian (2, — my) cm}. 8419 
p, qt 
Pero 
n-i n-i 
E Y, 2orcan(2p my) (2, mp) = ¡$ cpn (2 —mp))?, 
y, por consiguiente 


#1 
Can (en — ma)? + (2n— mn) Y) cpn (Ep — mp) + 
mi 
PE 
+4 D 2D (ep mp) (0 m 
ng 
nn [ (nmn)? +2 (2, — Mp) 5% 2 (ep — my) p 


Sustituyendo esta expresión on (3.11.9), obtendremos definitiva- 
mente 


Jn (Entis «oer taa) = V EL exp È — henn [2n mn + 


“i 
+5 E (0, —mp)] | (3.11.10) 
A an 


Esta fórmula muestra que la distribución condicional de la com- 
ponente X, del vector aleatorio normalmente repartido es normal, 
con ello la esperanza matemática condicional y la dispersión con- 
dicional de dicha componente son respectivamente iguales a 
PoR 
MIXn|%i, +. Zn] =M— )) E. (pmp), 
pai (3.11.41) 


DiXn] zn --., 2na]= 


Can ` 
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La primera de estas fórmulas muestra que la esperanza matemática 
condicional de la componente del vector aleatorio normalmente 
repartido es función lineal de los valores de las componentes restán- 
tes. La segunda fórmula (3.11.11) indica que la dispersión condicio- 
nal de la componente del vector aleatorio normalmente repartido 
no depende del valor de las demás componentes. 

De un modo semejante nos convencemos de que la distribución 
condicional de cualquier parte de las componentes del vector aleato- 
rio normalmente repartido es, con respecto a las demás componentes, 
normal y las esperanzas matemáticas condicionales de las componen- 
tes son funciones lineales de los valores de las componentes restantes. 

Aplicando la fórmula (3.3.21), llegaremos fácilmente a la cone 
clusión de que cualesquiera funciones lineales de las componentes 
del vector aleatorio normalmente repartido están repartidas también 
normalmente. Esto da la posibilidad de cumplir cualesquiera trans- 
formaciones lineales de las magnitudes aleatorias normalmente 
repartidas y siempre obtener en este caso magnitudes aleatorias 
normalmente distribuidas. 

Calculemos ahora las dispersiones y los momentos de correlación 
de las componentes de un vector aleatorio normalmente repartido. 
Para ello, con auxilio de la transformación lineal, reducimos el siste- 
ma de las magnitudes aleatorias X4, . Xn al sistema de las 
magnitudes aleatorias no correlacionadas Vi, . .., Vp, suponiendo 
de momento que las dispersiones y los momentos de correlación 
de las magnitudes aleatorias Xs, ..., X, son conocidas. Esto so 
puede hacer por una infinidad de procedimientos. El procedimiento 
más sencillo consiste en que se supone que 


X,=m4+Vs, 
=m + Ya V a+ Va, 
Xy = ms- YV + YaaV a+ Va, (8.11.12) 


Ya. nVn- V no 


y se elige Ya; de modo tal que la magnitud V, no esté correlacionada 
con V,; luego se eligen Ys, y Yas de modo tal que la magnitud V3 no 
esté correlacionada con V; y Vz, ete; Y Yar Pazo > 09 Yasna dC 
modo tal que la magnitud V, no esté correlacionada con Vy, +... 

-» Va-ı. Es evidente que, al emplear tal procedimiento, el número 
coeficientes desconocidos Yay es igual al número de condiciones 
que deben ser satisfechas. En este caso todos y,, se pueden determi- 
nar fácilmente por turno. 

De la primera fórmula (3.11.12) está claro que la dispersión 
D, de la magnitud aleatoria V, es igual a la dispersión de la magni- 
tud X; : D; = Da, = kyr 


100938 
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Para determinar el coeficiente yw, expresemos el momento de 
sorrelación ky de las magnitudes aleatorias Xy y X, por la fór- 
mula (3.9.8), considerando X, y X, como funciones lineales de las 
magnitudes aleatorias no correlacionadas Vi, V,. Teniendo 
cuenta quo los coeficientes adjuntos a Vz, . . ., Vy en la expre- 
sión (3.11.12) de la magnitud X, son iguales a cero, y que el coefi- 
ciente adjunto a V, es igual a la unidad, obtendremos 


ky = Y Ds = Ye 


De aquí hallamos que 
maz. (8.41.43) 


Así pues, todos los coeficientes Pai, - - +) Yn1 $e expresan muy sen- 
cillamente por medio de los momentos de correlación kay, . > <> kn 
de las magnitudes Xz, . +.» Xa con X,, y mediante la dispersión 
ky de la magnitud Xy. 

Una vez determinado Ya, hallamos la dispersión Dz de la magnitud 
aleatoria Va, Para esto expresemos por la fórmula (3.9.7) la disper- 
sión Dx, de la magnitud aleatoria Xz. “Teniendo en cuenta 
que on este caso todos los coeficientes Yyy Son reales, obtendremos 


f 
ka= kut De 24 De 


De donde 
Dyno 5 (8.11.14) 
Para determinar Yy2, expresemos por la fórmula (3.9.8) el momen- 
to de correlación kya de las magnitudes aleatorias Xy y Xy. Enton- 
ces obtendremos 


ka= ynta Dit rada = pitaka tya at 


o, teniendo en consideración (3.11.13), 


kvikur kuku 1, 
m A 
Do aquí hallamos 
kuka=taka w3, a., n). (8.41.15) 


TS 


Procediendo del mismo modo, expresemos sucesivamente los 
demás coeficientes Yya (Y = á, «+ .1 N), ++ -> Yas na Por medio 
de las dispersiones y los momentos de correlación de las magnitudes 
aleatorias Xy, .. o Xa 

Dado quo las magnitudes Vy, .- -, Va son funciones lineales de 
Jas componentes X4 X, del vector aleatorio normalmente repar- 
tido, todas las distribuciones de las magnitudes aleatorias V,, . 
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++: Vn, tomadas por separado y en cualesquiera combinaciones, 
así como todas sus distribuciones condicionales, son normales. En 
particular, son normales las distribuciones de todos los pares do 
Vy, Vu. Por consiguiente, en virtud de lo demostrado en el $ 3.6; 
las magnitudes aleatorias Vi, . .., V, no solamente no están corre- 
lacionadas, sino que son independientes por parejas. Demostre-' 
mos que éstas son independientes también en conjunto. Considere= 
mos primeramente la distribución conjunta de tres magnitudes alea- 
torias Va, Vz, Vs. En virtud de las fórmulas (3.11.11), la esperanza 
matemática condicional de la mangnitud Vs es función lineal do'los 
valores v,, va de las magnitudes V,, V} y su dispersión condicional 
Ax no depende de v,, v. Por eso, la densidad condicional de probabi- 
lidad de la magnitud Vs se expresa por la fórmula 


1 
A aa a 


fa (Valve, va) (3.11.16) 


y 
y la densidad conjunta de probabilidad de las mugnitudos Vo, Va, 
V, os igual a 
fia (Vis Da, Va) = fas (Vis Va) fa (Wa | Va, va) = 
ES 1 SI O anp 
ES ( w] 
p 


o a 


i 
+53 po —2 E vw—2L 0209) Ñ 


De aquí, aplicando la fórmula (3.11.8), hallamos la densidad conjun- 
ta de probabilidad de las magnitudes V,, V,. Teniendo en considera- 
ción que en este caso n = 3. 
1,02 E E cu 
wert a wek 


aß a B 
A a a E a 
hallamos 


1 
talon w= Y Lex [+ liwt + cs) d epova) Y a 
donde 


TE MN arftD, 
MA APD: 

E a aD E a 

STA IPD): RFD 


Pero según lo demostrado las magnitudes aleatorias V; y V4 son inde- 
pendientes. Por consiguiente, c) Pero esto puedo ser solamente 
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cuando a = 0. De modo análogo podemos demostrar que de la inde- 
pendencia de las magnitudes V y Va se desprende que $ = 0. Ahora 
bien, la distribución condicional de la magnitud Va, determinada 
por la fórmula (3.14.16), no depende de los valores v: va de las 
magnitudes Vs, V, y, por lo tanto, coincide con la distribución no 
condicional de la magnitud V, y, por consiguiente, A, = Dy. De 
aquí se deduce que las magnitudes V,, Vz, V, son independientes 
en conjunto. Luego, por inducción, aplicando el mismo procedimien- 
to, se demuestra que las magnitudes V,, . . ., Va son independientes 
en conjunto para cualquiera que sea k. 

Así pues, para cualquiera m, las magnitudes aleatorias V,, +. - 
+. Va, que tienen una distribución conjunta normal, son no co- 
rrelacionadas si, y sólo si, éstas son independientes en conjunto. 

Do la independencia de las magnitudes aleatorias Vy, .. ., Vn 
determinables por la transformación de (3.11.12) se deriva que al 
sustituir en la fórmula (3.11.1) las expresiones de las variables 
Tı...» Sn, determinadas por las fórmulas (3.11.12) sustituyendo 
las magnitudes aleatorias V; ..., Va por las variables vy, 

+ a, Un, todos los coeficientes adjuntos a los productos de las varia- 
Va deben convertirse en coro, y los coeficientes adjuntos 
u, v8/2 deben ser iguales a las magnitudes inversas de las 
dispersiones 1/Dy, . . ., 1/D, correspondientes a las magnitudes 
Vi, ..., Va. Esta condición nos permitirá establecer las relaciones 
buscadas entre las dispersiones y los momentos de correlación de 
las magnitudes aleatorias X;, . .., Xn y los coeficientes cpq en 
la expresión (3.11.1) de la densidad normal de probabilidad. 

Al sustituir en las fórmulas (3.11.12) las magnitudes aleatorias 
por las variablos correspondientes, y las expresiones obtenidos 
Tı, ..., z, en el exponente de la (3.11.1), vemos que los productos 
twn se obtienen solamente como resultado de la multiplicación 
de (zn — Ma) por (z4 — my) (z3 — Ma), . . -; (En-1 — Mp-1) y como 
resultado de elevar al cuadrado (2, — Mn). Por consiguiente, el 
coeficiente adjunto a vw, en la expresión obtenida es igual a 


Cna + CnaVas F CnaVas F + + F Con Yns 


Igualando esta expresión a cero y sustituyendo los coeficientes 
Yat Yan > > => Yni por sus expresiones de (3.11.13), obtendremos la 
relación ' siguiente: 


Cnika + enskar +- > + Canini = O. (8.14.17) 


Observemos ahora que la expresión (3.11.1) de la densidad normal 
es completamente simétrica con respecto a zi, - + -, n y la nume- 
ración de las magnitudes aleatorias Xy, . . .. Y, se puede estable- 
cer arbitrariamente, por ejemplo, se puede tomar la magnitud Xy 
por la primera y la magnitud X, por la n-ósima. Por consiguiente, 
la relación (3.11.17) es válida no solamente para la n-ésima línea 
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de la matriz (3.11.2) de los coeficientes cpg y para la primera columna 
de la matriz de correlación K del vector aleatorio sino que, en gene- 
ral, para cualquier línea de la matriz C y para cualquier columna 
de la matriz de correlación K con números no coincidentes. Así 
pues, de (3.11.17), en virtud de la simetría, se deducen las relaciones 


Cuilizy + Cuakay + + + « + Cunkiny = 0, (3.44.18) 


válidas para cualesquiera p, v, p V. 

El cuadrado de la variable v, se obtiene evidentemente en cada 
sumando del exponente en (3.11.1), además, el coeficiente adjunto 
av? en el sumando ĉ;, (z, — my)* es igual a cy, los coeficientes ane- 
xos a vi en los sumandos tipo cp, (p — mp) (z, — my), pe 1 so 
iguales a las magnitudes ‘correspondientes cpYp, y los cooficientes 
adjuntos a v? en los sumandos cpg (Zp — Mp) (tą — ma); p, 95% 1, 
son iguales a las magnitudes correspondientes cpqYpiYqs: Por consi- 
guiente, en virtud de (3.11.13), el coeficiente sumario anexo a v} es 
igual a 


1 


HE D conto 


D, qa 
Por otra parte, este coeficiente debe ser igual a la magnitud inversa 
de la dispersión 1/D, — 1/k;, de la magnitud aleatoria V,. Por 
lo tanto, es válida la rolación 


o sea 


2 ¿E nalipaliga = ku. (3.11.49) 


Pe 
'lransformemos el primer miembro de esta igualdad. Efectuando 
primeramente la adición con respecto al índice q y sacando fuera 
del signo de suma con respecto a g el factor común kp, podemos 
escribir 


Y crak = Y (X cpko) kps (3.11.20) 
p qui Pt ql 
Pero, ed virtud de (3.11.18), 
y erika =criku+ cp +- - + Cpalens =0, 
para cualquiera p + 1. Por consiguiente, en la suma con respecto 


al índice p en (3.11.20) todos los sumandos son iguales a cero, salvo 
el sumando correspondiente a p = 1, y obtendremos 


3 sigta) ki 


Y, Cpakpika 
pam 
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Sustituyendo esta expresión en (3.11.19), obtenemos la relación 
M 
È cuka = uke + ciales ++ + Cantina (841.24) 
Es 


De aquí, debido a la simetría de la expresión (3.11.1) de la densidad 
normal de probabilidad con respecto a las variables zy, ..., 2n, 
obtendremos la relación 


Cnkiy + Cyakoo +... + Cmbiny = 1 (v = 


sa Mp 
(3.14.22) 


Así pues, hemos deducido las relaciones (3.11.18) y (3.11.22) 
que ligan los elementos de la matriz de los A Ais ona 
cuadrática en el exponente de la expresión de la densidad normal 
de probabilidad con los elementos de la matriz de correlación K 
dol vector aleatorio. 

Para determinar las dispersiones y as momentos de correlación 
de las magnitudes aleatorias Xy, ..., , tomemos todas las ecua- 
ciones (3.11.18) y la ecuación (3.11. y "correspondiente al mismo 
valor y del Índico v: 


Csiky + Ciak 


Caskirg + Caa 


cria Fonar Fao W laag SD 


Estas ecuaciones forman un sistema de ecuaciones algebraicas linea- 
les con respecto a kiy, koq, +. .> kng. Una vez resuelto este sistema, 
obtendremos 


Ciz o + Cipt pH 


Por fin, después de descomponer el determinante del numerador por 
los elementos de la p — ésima columna, obtendremos 


C 
kr=7 77 0 9=1 TPE (3.11.23) 
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donde, por Cp = Cp se designa el complemento algebraico del 
elemento py = Cop en el determinante |C |: 


Cq-tst + + + Ĉg-tsp-4q-1 PH + 
Cpa (1P Catia + + Cat 


Apt 


Baap: 


Pg= 


Enpre 
assii 


(3.11.24) 


La fórmula (3.11.23) expresa las dispersiones y los momentos de 
correlación de las componentes do un vector aleatorio normalmente 
repartido por medio de los coeficientes, de forma cuadrática en el 
exponente de la expresión de la densidad de probabilidad del mismo. 
Las relaciones (3.11.18) y (3.11.22) permiten resolver también 
el problema inverso, es decir, expresar los coeficientos cpg en la 
expresión de la densidad normal de probabilidad por medio de las 
dispersiones y los momentos de correlación de las magnitudes aleato- 
rias. Para resolver este problema, tomemos la ecuación (3.11.18) 
correspondionte a un mismo valor p del índice p y la ecuación 
(3.11.22) correspondiente a v = p y escribámoslas en la forma 


kep + KarCps + 


a F Kinst = 0, 


KinCps + KanCpz + + +. + KnnCpn = 0. 


Estas ecuaciones forman un sistema de ecuaciones algebraicas linea- 
les con respecto a Cp Cpa, » +- Con» Al resolver este sistema de 
ecuaciones, obtendremos, al igual que antes: 


cr =P 051, -oa n) (3.11.25) 


donde | K | es el determinante de la matriz de correlación K: 


Elias E 
[AL] kaikas > >> ban |a (3.11.26) 
karna ==> kan 


152 Cap. 3 Magnitudes aleatorias vectoriales 


y Kpy es el complemento algebraico del elemento kpg en el deter- 
minante | K |* 
Para lo sucesivo necesitaremos todavía la fórmula 


ICIIK|=1, (3.11.27) 


que liga los determinantes de las matrices C y K. Para la deducción 
de esta fórmula observemos que, según la regla de multiplicación 
de los determinantes, los elementos del determinante |A |= 
=|C| |K} se definen por la fórmula: 


Gy = Cuiksy + Cuales + o -© F Cno (hy V = 1y 0 o ay n) 


En virtud de (3.11.18) y (3.11.22) , las expresiones obtenidas son 
iguales a cero para p +v y a la unidad para p =v. Por consi- 
guiente, 

10. 


l4l=licix]= t 


lo cual demuestra la fórmula (3.14.27). 

Sustituyendo las expresiones de los coeficientes cpg de (3.11.25) 
y la expresión del determinante | C | de (3.11.27) en (3.11.1), obten- 
dremos la siguiente fórmula para la densidad de probabilidad de 
un vector aleatorio n-dimensional normalmente repartido: 


Plen 0 A 
xoxp l-=79 Y Emto—m» (mo) - (8.11.28) 
pra 


Esta fórmula muestra que la distribución normal se dotermina por 
completo por la esperanza matemática y la matriz de correlación 
del vector aleatorio. Le dejamos al lector que por sí mismo obtenga 
de (3.11,28) la fórmula (3.6.20) deducida más arriba para la densidad 
conjunta de probabilidad de dos magnitudes aleatorias. 

Pasemos ahora a la determinación de. la función característica 
de un vector aleatorio normalmente repartido. Sustituyendo en la 
fórmula general (3.5.2) la expresión (3.11.1) de la densidad normal 


Si el lector conoce los elementos del Al; a$ sanii. verá son fa- 


EE gp ss $41.18 y (8.411,22) que trices C y K son roci- 
inversas, debido a lo cual se obtienen a la voz las fórmulas (8. e 23), 
ES y GALM 
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de probabilidad, obtendremos 


50%. n= EL fe y jeq) ¿tra 


r=3 


A A) 


p, quí 
Una vez sustituidas las variables conforme a las fórmulas (3.14.12), 
los coeficientes anexos a los productos de las variables dy, . .., Vn 


en el exponente serán iguales, según lo demostrado, a cero y la expre- 
sión para la función característica tomará la fórma 


Blc, m-V EL exp tS mado) x 
= 


x Jo. f exp {ivi he (yaoi 0) He- An nwa t 


+ Pava +++ ¿oI—3) +) dv . . . dv, 
rai 


Aquí la función subintegral se descompone en el producto de los 
multiplicadores cada uno de los cuales, depende solamente de una 
de las variables vy, .... Vn: Por eso la integral en la expresión 
obtenida es Igual el producto de n integrales simples y 


20, 0.0 a) = V LL oxp (3 mad) x 


x f oxp (100492. Hontan} X 


xdv se Í exp [on] dvn. 


Aplicando para el cálculo de los integrales obtenidos la fórmula 
(3.11.7), obtendremos 


Dix 


Ear ++ -s Aa) = V TOTO: Da exp {i J) mar— 
= 


X (aHa do Emi —Á -1 Je 64130) 
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De la fórmula (3.11.14) se deduce que 
DiD, he 9 ho 


De las fórmulas esumejentes pora Di, D, se deduce fácilmente 

que el producto Da, . es igual al determinante de la matriz 

de correlación K. Por eso, en virtud de (3.11.27), IC | Dy... 

n = 1. Luego, abriendo el paréntesis en el exponente de 

E. ii. 30), obtendremos los cuadrados de las variables Ay, ..., An 
y todos sus productos posibles. Por lo ite 


hn ka 
kar koz 


g (as -oos An) =0xp (G mirt y Apra: (3.11.31) 
pt 

Para calcular los coeficientes apg, observemos que ol coeficiente 
anexo a A en (3.11.30) es igual a Dy/2 = ky/2. Por consiguiente, 
ayy = ku. Puesto que la expresión (3.11.29) de la función caracte- 
rística es simétrica tanto con respecto a las variables Ay, > + «+ An 
como con respecto a las garena de integración Z4, . - ., Cn, enton- 
ces, en general, app continuación, el coeficiente adjunto 
al producto Màs en (3. Keri es igual, on virtud de (3.11.13), a 
Dial = ka/2 = kyl2. Por consiguiente, us = dsi = ki = kag, de 
donde, en virtud de la simetría, llegamos a la conclusión de que, on 
general, ape = hp. Sustituyendo esta expresión en (3.11.14), obten- 
dromos definitivamente 


gAn -o-s Mm) =exp (1 2 mat 5 kpahyħa} - (3.41.32) 
p, qmi 

En el caso particular, Sania n = 1, esta fórmula da la expresión 
(2.5.14) de la función característica de la magnitud aleatoria esca- 
lar normalmente repartida. 

En conclusión del párrafo deduciremos la fórmula para el mo- 
mento central mixto de cuarto orden de las componentes de un vector 
aleatorio normalmente repartido. Conforme a la fórmula (3.5.6), 
para determinar cualquier momento central es necesario hallar la 
correspondiente función característica derivada del momento alea- 
torio centrado. La fórmula (3.11.32) da, para la función caracterís- 
tica del vector cuadridimensional centrado normalmente repartido, 
la expresión siguiente: 


A 
E (as day do, A) =exp [—< Y) kpado}. (8-44.33) 
sent 
Derivando esta expresión con respecto a las variables As, Az, As, Aa 
una sola vez y haciendo luego A = Àz = Às = A, = Ô, obten- 
dremos en virtud de (3.5.6) 


Bun = M [X9X°X3 


= kiksa + kiskoa + kiskoa (3.11.34) 


CAPITULO 4 


Características de funciones aleatorias 


$ 4.1. Leyes de distribución de una magnitud aleatoria 


En el capítulo 1 vimos que en los problemas prácticos sé éncuen= 
tran magnitudes aleatorias que varían sus valores en él proceso del 
experimento. De ejemplo de tal magnitud aleatoria puede servir 
el resultado de la medición o del registro de cualquier magnitud que 
es función del tiempo o de otra variable cualquiera. La magnitud 
aleatoria que cambia su valor en el proceso de una prueba repre- 
senta una función aleatoria. En los problemas prácticos se encuentran 
con mayor frecuencia funciones alea- ¿, 
torias del tiempo. Sin embargo, uno 
tiene que operar también con fun- 
ciones aleatorias de otros argu- 
mentos. Así, por ejemplo, la super- 
ficie del mar agitado representa, en 
cada instante dado, una superficie 
aleatoria cuya Z-coordenada es fun- 
ción aleatoria de la abscisa y la í 
ordenada. El estado de esta super- Fig. 414. 
ficie, en un momento de tiempo 
determinado, puede ser obtenido como resultado del levantamiento 
aerofotogramétrico. El vector velocidad del viento en vna atmósfera 
turbulenta es función aleatoria de cuatro argumentos: de las coorde- 
nadas de un punto del espacio y del tiempo. 

Teniendo en consideración los ejemplos citados, demos la defi- 
nición general siguiente: se llama función aleatoria a tal función 
cuyo valor es, para cada valor dado del argumento (o de los argumen- 
tos) una magnitud aleatoria. Cada función concreta que puede ser 
registrada durante una sola observación de la función aleatoria se 
llama realización de la misma. Por ejemplo, el oscilograma que regis- 
tra una función aleatoria del tiempo representa la realización de 
la función aleatoria. La superficie del mar agitado fotografiada en 
el instante dado también es un ejemplo de realización de la función 
aleatoria de dos variables. Si repetimos las pruebas, obtendremos 
diferentes realizaciones de la función aleatoria (fig. 4.1.1). De 
acuerdo con lo expuesto se puede dar también otra definición de 
la función aleatoria: la función aleatoria representa cierto conjunto 
de funciones concretas con una distribución de probabilidades pre- 
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fijado en el mismo. No obstante, para los fines aplicativos es más 
conveniente usar la primera definición. 

Convengamos en designar las funciones aleatorias por las mayús- 
culas del alfabeto latino tomando generalmente las últimas letras 
del mismo. Las minúsculas correspondientes las emplearemos para 
designar las realizaciones de las funciones aleatorias. Designaremos 
por ¿ el argumento de la función aleatoria, haciendo caso omiso de 
quo sea éste una magnitud escalar o un vector de cualquier número 
de mediciones (es decir, un conjunto de varias variables). 

Claro está que en los gráficos se pueden representar por curvas 
y superficies solamente las realizaciones do las funciones aleatorias 
y no las propias funciones. 

Las funciones aleatorias pueden ser escalares y vectoriales. Como 
ejemplo de una función aleatoria escalar puede servir la señal captada 
por el radiorreceptor. De ejemplo de una función aleatoria vectorial 
puede servir el vector velocidad del viento en la atmósfera turbu- 
lenta. 

El número de la componente de una función aleatoria vectorial 
se puede considerar como argumento adicional que puede tomar sola- 
mente valores enteros determinados. Por eso, la componente X, (t) 
de una función aleatoria vectorial se puede considerar como la 
función aleatoria escalar X (t, v) de los argumentos £ y v. Por consi- 
guiente, al estudiar las propiedades generales de las funciones alea- 
torias, propiedades inherentes a las funciones aleatorias de un núme- 
ro cualquiera de argumentos, puede limitarse a las funciones 
aleatorias escalares. Todos los resultados obtenidos serán aplicables 
al conjunto de componentes de cualquier función aleatoria vectorial, 
es decir, a la propia función aleatoria vectorial. 

La función aleatoria del tiempo caracteriza el proceso de varia- 
ción de la magnitud aleatoria en el transcurso del tiempo. Por eso, 
las funciones aleatorias del tiempo se llaman de ordinario procesos 
aleatorios (a veces estocásticos). La función aleatoria de las coorde- 
nadas de un punto del espacio se denomina corrientemente campo 
aleatorio. 

Los. argumentos de las funciones aleatorias pueden variar inin- 
terrampidamente en cierta zona o de un modo discreto. Los valo- 
res de la función aleatoria de un argumento discreto forman una 
secuencia de magnitudes aleatorias llamada secuencia aleatoria. 

En la mayoría de los problemas concernientes a la automatiza- 
ción o la radiotécnica uno tiene que operar solamente con funciones 
aleatorias del tiempo. Por eso, teniendo en cuenta el objetivo prin- 
cipal de este libro. servir de introducción a la Teoría de las Pro- 
babilidades para los que deseen estudiar sus aplicacinoes en el campo 
de la automatización o la radiotécnica, así como en el de las asigna- 
turas relacionadas con estas últimas, en lo sucesivo vamos a expo- 
ner el material referente a las funciones aleatorias escalares de una 
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variable independiente escalar que cambia continua o discreta- 
mente en cierto intervalo a < t< P (en particular, puede ser 
a = — œ, f = 00). Sin embargo, conviene recordar que todos los 
métodos generales de la Teoría de funciones aleatorias son aplica- 
bles a cualesquiera funciones aleatorias de argumentos escalares 
o vectoriales.*) 

La función aleatoria se puede considerar como el conjunto de 
magnitudes aleatorias X; que representan los valores de la misma 
para diferentes valores de t: 


X= X) (0<t<P). 


Esto quiere decir que la función aleatoria es equivalente a un:con- 
junto infinito de magnitudes aleatorias. Por eso el material cientí- 
fico de la Teoría de funciones aleatorias es considerablemente más 
complejo que el de la Teoría de magnitudes aleatorias. 

Conforme a la definición, el valor de una función aleatoria esca- 
lar, para cualquier valor fijado del argumento £, es una magnitud 
aleatoria corriente. En el capítulo 2 vimos que cualquier magnitud 
aleatoria se caracteriza por completo por su ley de distribución. 
Por lo tanto, la característica completa del valor de la función alea- 
toria X (t), para cualquier valor fijado ż, es la densidad de probabi- 
lidad de este valor, que designaremos por f; (z; 1). Esta densidad 
de probabilidad, llamada densidad unidimensional de probabilidad 
de la función aleatoria X (2), en el caso general, depende de la elec- 
ción del valor de t, es decir, es función de £ lo que se refleja también 
en su designación f, (2; 1). Aquí el primer argumento z designa el 
valor posible de la función aleatoria X (f) para un valor de £ fijo. 
El segundo argumento t sirve de parámetro, del cual depende la 
densidad de probabilidad f, (z; £). 

La densidad unidimensional de probabilidad f; (z; t) no es sufi- 
ciente, en el caso general, para una característica completa de la 
función aleatoria. Dicha densidad puede caracterizar solamente 
cualquier ordenada, tomada por aislado, de una curva aleatoria. 
En la práctica llevamos a cabo diferentes operaciones con las fun- 
ciones aleatorias, en particular, realizamos la dorivación de las 
mismas. En este caso, es necesario examinar los valores de la magni- 
tud aleatoria cuando el argumento tiene diferentes valores pró- 
ximos. De este modo, durante la derivación es necesario examinar 
las ordenadas de una curva aleatoria no por aislado, sino conjunta- 
mente. De acuerdo con lo expuesto fijamos dos valores del argumento 
t: t y ta. Los valores X (ż,) y X (t2) de la función aleatoria, corres- 
pondientes a los valores mencionados del argumento, pueden caracte- 


*) V. S. Pugachov. Teoría de funciones aleatorias y su aplicación a los 
problemas del mando automático. Fizmatguiz, 1962, cap. 8 y 10. (Versión 
inglesa: V. S$. Pugachev. Theory of Random Functions and its Application to 
Control Probloms. Pergamon Press, 1965, chapters $ and 10). 
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rizarse por la densidad conjunta de probabilidad fz (24, Za; ti, 12) 
que se llama densidad bidimensional de probabilidad de la función 
aleatoria X (1). 

Según lo expuesto en el $ 3.1, la densidad bidimensional de 
probabilidad fs (zı zs; tı, ta) también determina por completo la 
densidad unidimensional de probabilidad fs (zı; t). En efecto, en 
virtud de la fórmula (3.14.18) 


hilet) = | flats tu ta) des. (4.4.1) 


La densidad bidimensional de probabilidad de una función alea- 
toria representa una característica más completa de la misma que 
la unidimensional puesto que por la densidad bidimensional siempre 
se puede determinar la unidimensional. No obstante, tampoco la 
densidad bidimensional de probabilidad es, en el caso general, una 
característica completa de la función aleatoria. Pero ćes, tal vez, 
el conocimiento de la densidad bidimensional de probabilidad sufi- 
ciente para poder resolver todos los problemas prácticos? Es fácil 
ver que no es así. Por ejemplo, para la integración de una magnitud 
aleatoria, es necesario tomar sus valores para un número bastante 
grande do valores del argumento, componer la suma correspondiente 
y luego pasar al límite, dirigiendo este número a la infinidad y el 
intervalo máximo entre los valores vecinos del argumento, a cero. 
Así pues, aunque esto sea una integración arproximada, tenemos que 
examinar en conjunto un número bastante grande de ordenadas de 
una curva aleatoria, si queremos hallar la ley de distribución de la 
integral de la función aleatoria. Continuando los razonamientos 
anteriores, se puede determinar una densidad tri-, cuatridimensio- 
nal (y, en general, de n dimensiones) de probabilidad de la magnitud 
aleatoria para cualquier n entero positivo. Es evidente que la den- 
sidad de probabilidad de cualquier orden inferior puede ser caleu- 
lada-por la del orden superior: Por eso, cada densidad de probabili- 
dad posterior es una característica más completa de la función 
aleatoria que todas las densidades anteriores. Como resultado se 
obtiene una secuencia infinita de densidades de probabilidad de 
órdenes siempre crecientes. Surge la pregunta ¿es esta secuencia 
infinita de densidades de probabilidad una característica completa 
de la función aleatoria? Las investigaciones matemáticas dan a esta 
pregunta una respuesta positiva que, sin embargo, no es válida 
para todas las funciones aleatorias. Resulta que la secuencia infinita 
de densidades de probabilidad caracteriza por completo la función 
aleatoria solamente en el caso en que todas sus realizaciones posi- 
bles son suficientemente «lisas», es decir, si toda realización puede 
ser determinada, cualquiera que sea el grado de exactitud, por sus 
valores en una serie discreta de puntos que se encuentran uno de 
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otro a una distancia suficientemente próxima (a excepción, tal vez, 
de cierto conjunto de realizaciones cuya probabilidad sumaria de 
producción es igual a cero; prácticamente todas estas realizaciones 
pueden ser despreciadas). 

En algunos casos la secuencia infinita de densidades de probabi» 
lidad de la función aleatoria puede ser determinada de un modo com- 
parativamente simple. La cosa es así en lo que se refiere al caso 
más ampliamente difuso de la ley normal de distribución. 

La función aleatoria se considera normalmente distribuida siempre 
que todas sus densidades de probabilidad de cualesquiera órdenes 
sean normales. En el párrafo siguiente veremos que para una fun- 
ción aleatoria normalmente distribuida toda la secuencia infinita 
de densidades de probabilidad se determina por completo si se cono- 
ce la densidad bidimensional de probabilidad. 

Vemos quo la característica probabilística completa de una mag- 
nitud aleatoria, sirviéndose de sus leyes de distribución de dife- 
rentes órdenes, resulta ser muy compleja. Por eso surge la pregunta: 
¿no se podría en algunos problemas prácticos limitarse a caracterís- 
ticas más simples, aunque estén lejos de ser completas, de la fun- 
ción aleatoria, análogas a las características numéricas, de las 
magnitudes aleatorias. 

Como vimos en los $$ 3.8 y 3.9, las esperanzas matemáticas, las 
dispersiones y los momentos de correlación, es decir, los momentos 
de los dos primeros órdenes de las funciones lineales de magnitudes 
aleatorias se pueden calcular, sin conocer las leyes de distribución 
de estas magnitudes aleatorias, sabiendo sólo sus momentos de los 
órdenes primero y segundo. Se pueden obtener fórmulas semejantes 
también para momentos de órdenes más altos. Hemos visto que para 
una clase más difusa de maguitudes aleatorias, a saber: para las 
magnitudes aleatorias normalmente repartidas, los momentos de 
los dos primeros órdenes resultan ser una característica completa. 

Por eso, también al resolver problemas prácticos de la Teoría 
de funciones aleatorias, es conveniente limitarse al estudio de los 
dos primeros momentos sin examinar las leyes de distribución. 
En este caso resulta suficiente conocer los momentos de los dos 
primeros órdenes de las funciones aleatorias para el estudio de cuales- 
quiera operaciones lineales sobre dichas funciones. 


$ 4.2. Esperanza matemática y función correlativa 
de una función aleatoria 


Fijemos cualquier valor del argumento £ y examinomos el valor 
de la función aleatoria (para este valor del argumento) como una 
magnitud aleatoria corriente. Para esta magnitud aleatoria podemos 
determinar la esperanza matemática que, hablando en general, depen- 
derá del valor elegido de t. Dando a £ todos los valores posibles, 
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obtendremos cierta función my (t) a la cual es natural llamarle 
esperanza matemática de la función aleatoria X (1). Así pues, se 
denomina esperanza matemática de la función aleatoria X (2) a tal 
función m, (f) cuyo valor, para cada valor dado del argumento ?, 
es igual a la esperanza matemática de la magnitud aleatoria X (1) 
para este valor (fijado) de £*): 


ma (t) = MIX (0). (4.2.1) 


En virtud de la fórmula (2.3.2), la esperanza matemática de la 
función aleatoria se puede expresar por su densidad unidimensional 
de probabilidad: 


ma(0= | zh (2; 0 dz. (4.2.2) 


Según la definición, la esperanza matemática representa el valor 
medio (pesado en cuanto a la probabilidad) de la magnitud aleatoria. 
Por lo tanto, para cada valor dado de ż, la ordenada de la curva my (1) 
representa el valor medio de la de la curva aleatoria X (1) para este 
valor de £. Así pues, la esperanza matemática de la función aleatoria 
no es más que una curva media alrededor de la cual se disponen las 
realizaciones posibles de la función aleatoria (fig. 4.2.1). 

Es evidente que al considerar solamente la esperanza matemá- 
tica de la función aleatoria, despreciamos todas las desviaciones 
aleatorias posibles, reduciendo a la media todo el haz de realizacio- 
nes posibles de la función aleatoria. Así se procede al emplear los 
métodos de investigación corrientes no relacionados con la Teoría 
de las Probabilidades. No obstante, el sentido de la Teoría de las 

robalilidades consiste precisamente en examinar no solamente 
os valores medios regulares de las magnitudes, sino también las 
desviaciones aleatorias con respecto a éstos. Conforme a lo dicho, 
para caracterizar la fluctuación de las realizaciones de una función 
aleatoria en torno a su esperanza matemática, so puede aprovechar 
la dispersión de dicha función, la cual, en virtud de la definición 
(2.3.9), va expresada por la densidad unidimensional de probabi- 
lidad de la función aleatoria por la fórmula 


Del) =MUX ()— ma (091= | (eme (0) fa (a; 0 dz. (4.2.3) 


En los problemas prácticos a veces es conveniente en lugar de 
la dispersión examinar la desviación cuadrática media de la fun- 


*) En este caso, se supone, claro está, que la esperanza matemática de la 
magnitud aleatoria X (1) existe para cualquier +, al igual que todas las esperanzas 
matemáticas de las cuales se tratará a continuación. 
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ción aleatoria: 
ox() =V D0. (4.2.4) 


La esperanza matemática y la dispersión de la magnitud aleato- 
ria son características numéricas de sus valores para cada valor dado 
del argumento ż. Ellas, en cierto modo, determinan la banda que se 
llena por las realizaciones posibles de la función aleatoria (fig. 4.2.2 
y 4.2.3). Sin embargo, la esperanza matemática y la dispersión 


Pig. 624. Fig. 4: 


no determinan la conducta de las realizaciones posibles de la fun- 
ción aleatoria dentro de la banda indicada. En las fig. 4.2.2 y 
4.2.3 se representan las realizaciones de dos funciones aleatorias con 
iguales esperanzas matemáticas y dispersiones. Sin embargo, éstas 
se comportan de un modo completamente diferente. Es obvio que 
al derivar, por ejemplo, estas dos 
funciones aleatorias obtendremos 
resultados absolutamente distintos. 
Por oso, además de la esperanza 
matemática y la dispersión de la 
magnitud aleatoria, necesitamos 
conocer el grado de variabilidad 
de sus realizaciones, la rapidez del 
cambio de las mismas al variar el 
argumento £. A título de ejem- 
plo tomemos dos valores t, y t¿ del argumento £ en los dos gráficos 
(figs. 4.2.2 y 4.2.3) y separemos una realización de la función alea- 
toria en cada gráfico. En el primer caso, el conocimiento de la orde- 
nada de la realización en el punto *, habla poco del valor de esta 
realización en el punto fa, como resultado de una gran intensidad 
de variación de todas las realizaciones de la función aleatoria entre los 
puntos f, y to. En el segundo gráfico, el conocimiento del valor de la 
realización cuando £ = f, permite indicar más exactamente el valor 
posible de la realización cuando t = £. Con otras palabras, en el segundo 
caso, el conocer el valor de realización en el punto t, prácticamente 
limita de un modo considerable la gama posible de valores de las 
realizaciones en el punto tz. En el primer caso, los valores de las 
realizaciones posibles de la función aleatoria X (€) y X (t) en 
110938 
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los puntos ?, y fa dependen poco uno de otro, en el segundo caso, 
éstos están enlazados por una dependencia más fuerte. 

Para ilustrar gráficamente esta tesis, llevaremos al eje z, los 
valores de la ordenada aleatoria X (ty) y al eje zz, los valores de la 
ordenada aleatoria X (tz) (fig. 4.2.4 y 4.2.5). Tomemos una gran 
cantidad de realizaciones y marquemos los puntos [X (+), X (2:)], 
que corresponden a estas realizaciones en el plano z; Ta, Para las 
realizaciones de la función aleatoria, representadas en la fig. 4.2.2, 
las magnitudes aleatorias X (f) y X (t2) están vinculadas débil- 
mente. Por eso la dispersión de los puntos [X (4,), X (t:)] en el plano 


ze È z ` 


E7 


Fig. 4.24. Fig. 4.2.5. 


at, en esto caso es aproximadamente circular (fig. 4.2.4). Para la 
función aleatoria, cuyas realizaciones se muestran en la fig. 4.2.3, 
las magnitudes aleatorias X (t) y X (t:) están enlazadas por una 
dependencia fuerte. Por eso, para la función aleatoria cuyas reali- 
zaciones se representan en la fig. 4.2.3, los puntos posibles [X (4), 
X (zal o dispocarás en el plano z;z, formando una elipse alargada 
(fig. 4.2.5). 
Para caracterizar el grado de dependencia de los valores de 

una función aleatoria, correspondientes a dos valores diferentes 
del argumento, lo más simple es valerse del momento de correla- 
ción de estos valores de la función aleatoria. Llamemos función 
aleatoria centrada a la diferencia entre la función aleatoria y su 
esperanza matemática: 


X° (9 = X (i) — m; (0. (4.2.5) 
Entonces el momento de correlación de los valores X (¿) y X (1) de 


la función aleatoria X (*), que corresponden a dos valores arbitra- 
riamente elegidos del argumento t, t', se determinará por la fórmula 


Ka (t, 0) = M [X° (9 X° (01. (4.2.6) 


Dando a ż y £' todos los valores posibles en la zona de variación 
del argumento de la función aleatoria X (£), obtendremos la un- 
ción de dos variables £, ? que se denomina función correlativa (a ve- 
ces autocorrelativa) de la función aleatoria X (f). Así pues, se llama 
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función correlativa de la función aleatoria X (2) al momento de co- 
rrelación de sus valores para dos valores del argumento £, £', con- 
siderado como función de £ y £. 

AL coincidir los valores de los argumentos ? = 1, el segundo 
miembro de la fórmula (4.2.6) representa la esperanza matemática! 
del cuadrado de la función aleatoria centrada, es decir, la disper- 
sión de la función aleatoria X (f): ! 


Ky (t, t) = D, (0. (4.2.7) 


Así pues, la asignación de la función correlativa de una función; 
aleatoria determina también su dispersión, 

Para calcular la función correlativa de una función aleatoria 
se exige, on el caso general, el conocimiento de la densidad bidi-! 
mensional de probabilidad. Entonces, en virtud de (3.4.7), la fun-' 
ción correlativa de la función aleatoria X (£) se determinará por la 
fórmula 


Kalt, t)= È | lo—m(01 12m (P) jalasa"; t,t )dz da". (4.2.8) 


Teniendo en consideración que siendo 1” = t, los valores X (£”) 
y X (t) de la función aleatoria coinciden, y aplicando la fórmula 
(3.3.8), hallamos Ja siguiente expresión de la densidad bidimensio- 
nal de probabilidad de la función aleatoria X (1) cuando t = £: 


fila 12,t,0)=f (2,96 (2 —2. (4.2.9) 


Sustituyendo esta expresión en la fórmula (4.2.8) y cumpliendo 
la integración con respecto a z’, sirviéndonos de la fórmula (2.2.6), 
reduzcamos la fórmula (4.2.8) a la forma (4.2.3). 

Las fórmulas (4.2.2) y (4.2.8) pueden servir para el cálculo de 
la esperanza matemática y la función correlativa de la función 
aleatoria siempro que se conozca su densidad bidimensional (y por 
consiguiente, unidimensional) de probabilidad. > 

Sin embargo, en muchos problemas prácticos resulta posible 
determinar la esperanza matemática y la función correlativa de una 
función aleatoria empleando métodos más simples, sin recurrir a la 
doterminación do las densidades de probabilidad. Luego veremos 
en ejemplos como esto se hace. 

A veces, para caracterizar el enlace entre los valores de una mag- 
nitud aleatoria, en vez de la función correlativa, se usa la función 
correlativa normada que representa el coeficiente de correlación 
do los valores de la función aleatoria para dos valores del argumento. 
En virtud de la determinación del coeficiente de correlación (3.4.9) 
y de la fórmula (4.2.7), la función correlativa normada de una fun- 


ite 
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ción aleatoria X (t) se determina por la fórmula 

s Kall t) Kalt) 

Rutje IN RO 
CO Vir l ) 
Es cvidente que la asignación de la dispersión y la función correla- 
tiva normada de una función aleatoria es equivalente a la asignación 
de la función de correlación de la misma, 

En lo sucesivo necesitaremos examinar todavía cl momento 
inicial de segundo orden de una función aleatoria, el cual se determina 
como el momento inicial mixto de segundo orden de sus valores 
para los valores arbitrariamente elegidos t, ' de su argumento: 


Ty (6, t) = MIX (9 X (0). 4.2.1) 


El momento de segundo orden de una función aleatoria se puede 
expresar por su esperanza matemática y su función correlativa. 


Ty (t, E) = my (f) m, (£) + Ky (t, 0). (4.2.12) 


Esta fórmula es consecuencia directa de la fórmula (3.9.13) para 
la esperanza matemática del producto de dos magnitudes aleatorias 
y de las definiciones (4.2.6) y (4.2.11) de la función correlativa y el 
momento inicial de segundo orden. 

Hemos dado las definiciones de la esperanza matemática, lə 
función correlativa y el momento inicial de segundo orden para las 
funciones aleatorias reales. En los problemas prácticos uno tiene 
que operar sólo con funciones aleatorias reales. No obstante, en 
las investigaciones teóricas conviene frecuentemente introducir tam- 
bién funciones aleatorias complejas. Por eso, es necesario genera- 
lizar los conceptos introducidos extendiéndolos a las funciones alea- 
torias complejas. 

De acuerdo con la definición del momento de correlación de 
las magnitudes aleatorias complejas, la función correlativa de una 
función aleatoria compleja X (f) se determina por la fórmula 


ya Kx(t, t')= M [X° (0) XP). (4.2.13) 
Bor una fórmula análoga se determina el momento inicial de segundo 
orden de una función aleatoria compleja. 
y Ejemplo, 4.2.1. Examiuemos la función aleatoria 
X (N = U sen wat + Z cos wet, (4.2.44) 


donde U y Z son magnitudes aleatorias no correlacionadas cuyas esperanzas 
matemáticas son iguales a cero y cuyas dispersiones son iguales a D: y Da, Tes- 
pectivamente. Esta función aleatoria representa las oscilaciones armónicas 
de la frecuencia circular y con una amplitud aleatoria YVIT ZA y con una 
fase inicial aleatoria arctg (2/U)*)- Las realizaciones de esta función aleatoria 


*) En esto caso el arco ta to se toma en ol primer cuadrante, si 
U > Ù; en el segundo, si Z >Ô, U < 0; en el tercero, si Z < 0, U < 
cugrto, si Z <0; U >00. 
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son sinusoides con un período T = 21/05 y con diferentes amplitudes y fases 
iniciales. En el ejemplo en cuestión la función aleatoria representa la combina- 
ción lineal de des magnitudes aleatorias con los coeficientes san oot y 005 oyot- 
Por eso, aplicando la fórmula (3.5.9) nos convencemos de que la esperanza mate- 
mática de la función aleatoria X (1) es idénticamente igual a cero: 
My (f) = mu sen wot + mz Cos wet Œ 0. 
Poniendo en la fórmula (4.2.14) 2 = #', obtendremos 
X (0) = U sen wot’ + Z cos oot’. 

Esta fórmula, junto con (4.2.14), muestra que los valores X (0) y X (1) do la 
función aleatoria examinada, para dos valores arbitrariamente elegidos del 
argumento, son combinaciones lineales do dos magnitudes aleatorias no corre- 
lscionadas U y Z. Aplicando la fórmula (5.9.5 para el momento de correlación 
de dos combinaciones Jíneales de magnitudes aleatorias no correlacionadas, 
hollamos la función correlativa de la función aleatoria X (9; 

K (t, 1) = D: sen wot sen wot’ + Da cos wot cos wot’. (42,15) 
En el caso particular, cuando D; = Dz = D, la fórmula (4.2.15) toma la forma 

Ky (t, 1) = D cos wo (t — t’). (4.2.46) 
Ejemplo 4.2.2. Examinomos un caso más gencral, cuando 


n 
x= 2 Xyfy (t) (4247) 


donde fi (9, ; + fn (f) son cualesquiera funciones no aleatorias, on el caso 
general, complejas, y Xs, . - -, Xn Son cualesquiera magnitudes aleatorias con 
esperanzas matemáticas arbitrarias, poro finitas, y momentos de segundo orden. 
La esperanza matemática se encuentra para esta función aleatoria muy sencilla- 
mente como la de una función lineal de las magnitudes alentorias. Aplicando 
la fórmula (3.8.9), hallamos ; 


mx (1) = Y) my fyt). 44.2.48) 
e] i 


Observando que los valores de la función aleatoria m se examina son, 
ara dos valores del argumento arbitrariamente elegidos, funciones lineales do 
as mismas magnitudes aleatorias, podemos aplicar la fórmula (3.9.6) pará 

calcular la función cot iva de esta función aleatoria. Entonces obtendremos 


Kalt, t)= $) kypfy (8) fa (t). (42.19) 

as q 

donde kyu es el momento de correlación de las magnitudes aleatorias Xy, Xy 
== T, n ni kyy = Day) 

Ejemplo 4.2.3. Generalicemos ahora el problema del ejemplo 4.2.1 supo- 
niendo aleatorias no solamente la amplitud y la fase, sino también la frecuencia 
de las oscilaciones armónicas. Así pues. examinemos la función aloatoria 

X (1) = U sen Qt + Z cos Qt, (4.2.20) 
donde U, Z, Q son magnitudes aleatorias independientes; con la particularidad 
de que las magnitudes U y Z tienen pa matemáticas iguales a cero y 
las mismas dispersiones D, y la magnitud aleatoria Q se caracteriza por la den- 
sidad de probabilidad f (w). 

La esperanza matemática de la función aleatoria X (£) es idénticamente, 
igual a cero. La fórmula (4.2.16) determina la función correlativa condicional 
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de la función aleatoria X (t) para el valor dado œ de la frecuencia Q: 
Ky (t, £ 1o) = M [X (0) X (C) 12 = o] = D cos o (t — t). 

Ak para hallar la función correlativa de la función aleatoria X (£) basta 
multiplicar la función correlativa condicional hallada por el elemento corres- 
pondiente de probabilidad f Nel do e integrar con respecto a todos los valores 
posibles « de la magnitud aleatoria Q. Entonces, teniendo en cuenta quo la 
Irencuencia de oscilaciones es, en su osencia, una magnitud positiva, debido a lo 
cual su donsidad de probabilidad f (c) es igual a cero para w < 0, obtendremos 


Kz(tt")=D f 1(0) cos œ (t—t') de. (4.2.21) 
Examinemos ahora cl caso concreto cuando 
taz Siendo o> 0. (42.22) 


En oste coso la fórmula (4.2.21) da 


cos w (t —t') 
e afarie. 


jos, Un anétodo posible 
uci> 


Esta integral puede ser calculada por muchos procedi 
se expono en el suplemento E al final del libro. Aplicando la fórmula (23) 
da en el suplemento, obtendromos 


Kg (t, 1) =D tel, (4.2.23) 


Así pues, on el caso en quo la densidad de probabilidad de la frecuencia aleatoria 
de oscilaciones urmónicas se determina por la fórmula (4.2.22), la función co: 
rrelativa de la sinusoide aleatoria representa una función exponencial. Esta 
función correlativa se encuentra en muchos problemas prácticos. 

Ejemplo 4.2.4. Generalicomos el ejemplo 4.2.2 para el caso do la depen- 
dencia no lineal de la función con respecto a los parámetros aleatorios. Exami- 
nemos la función aleatoria 


X (9 =F (t, Un... Uns (4.2.24) 


donde ( es la función completamente determinada de los parámetros indicados 
ES Us, ,.. +, Un son los parámetros aleatorios para los cuales está asignada la 
ensidad do Probabilidad / (ui, + «+ ttp). 
En virtud, de la definición de la osperanza matemática [(fórmula (3.4.2)), 
May el momento do segundo orden de la función aleatoria X (£) se determinan 
fa 


por las fórmulas 
mam E A (62.25) 
A n= f saa È prue... 09) ot, un sis und X 


Xi (us, ---, Un) uy... dun. (4.2.20) 
Conociendo la esperanza matemática y el momonto inicial de segundo orden, 
se puede determinar la función correlativa de la magnitud aleatoria X (() por 
la fórmula (4.2.42). 
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“Vemos que cuando la dependencia de la función aleatoria con respecto a los 
parámetros aleatorios es no lineal, para determinar su esperanza matemática 
y la función correlativa es necesario, en el caso general, conocer la densidad de 
probabilidad de los parámetros. aleatorios, mientras que para, determinar la 
esperanza matemática y la función correlativa de una función lineal de pará- 
metros aleatorios basta conocer solamente las esperanzas matemáticas y las 
disporsionos de los parámetros aleatorios. 

Ejemplo 4.2.5. Examinemos cierto elemento carente de inercia do un 
sistema automático, es de :, tal elemento cuya señal de salida, en cada instante 
dado, depende solamente del valor de la señal de entrada en el mismo momento 
de tiempo sin depender de cómo cambia esta última hasta el instante dado. 
Supongamos que la señal de entrada X (+) os función aleatoria del tiempo, cuya 

jeranza matemática es igual a la señal útil que varía lentamente en la entrada 
del elemento en cuestión y la función aleatoría centrada representa la perturba- 
ción, es decir, las fluctuaciones aleatorias de la señal de entrada. Generalmento 
la señal do salida do tal elemento se envia a la entrada de cualquier dispos 
do inercia. Este dispositivo, como regla, no tiene tiempo para responder a las 
fluctuaciones rápidas de la señal de onirada y reacciona en lo principal sobre 
su valor medio que varía lentamente, es decir, sobre la esperanza matemática. 
Así, por ejemplo, si los timones del avión realizan rápidas oscilaciones aleato- 
rias, éste no tendrá tiempo para responder a ellas y reaccionará sólo a las des- 

iones medias do los timones alrededor de las cuales éstos se desvían a ambos 
Teoría de las Probabilidades, en el campo 
do la automática, la esperanza matomática de la señal de salida Y (1) se toma 
frecuentemente por la señal útil en la salida del elemento y las fluctuaciones 
de la señal de salida con respecto a su esperanza matemática, por el ruido en la 
salida del elemento. El problema consisto en hallar la señal útil, la dispersión 
y la función correlativa del ruido en la salida del elemento, conociendo las carac= 
torísticas probabilísticas necesari 

Supongamos que la dependencia de la señal de salida del elemento con ros- 
pocto a su señal do entrada se determina por la fórmula 


Y(0=9(X (MD (4.2.27) 


donde p es, en el caso general, función unívoca no lineal, la característica del 
elemento. Ès evidente que para determinar la esperanza matemática y la dis- 
porsión de la función aleatoria Y (/) basta conocer, en el caso general, la densidad 
unidimensional de probabilidad de la función aleatoria X (0. Entonces, la 
esperanza matemática y la dispersión de la función aleatoria Y (t) se expresarán 
por las fórmulas 


¡tivo 


lados. Por eso en las aplicaciones de L 


m= | ont 0d, ] 


(4.2.28) 


D9= | toto (011165 0 de. 


l de 


tones 
la fórmula 


Ky (t, t’) 


=f f eame m (It i t dede. (4229 
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Es evidente que la función correlativa do la función aleatoria Y (f) se puedo 
determinar también por la fórmula (4.2.12), calculando previamente el mo- 
mento inicial de segundo orden por la fórmula 


f $ p(z) piz’) fi (2, 71 1) dz dz". (4.2.30) 


Tott 


simples, 
señal útil en la salida del ele- 
lo en la salida del mismo, 


Ejemplo 4.2.6. Examinemos un dispositivo que funciona de modo que, 
al actuar en la entrada un impulso momentáneo, la variable do salida adquiero 
un valor constante, proporcional a la magnitud del impulso de entrada, y queda 


so de cualquier lapso de tiempo se subordina a la loy de Poisson. Ahora bien, 
las realizaciones de la función aleatoria en la 
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2) en el intervalo de tiempo (£, £’) a la entrada no lloga ningún impulso. 

En el primer caso, las alturas de los escalones son magnitudes aleatorias. 
independientes, ya que los impulsos, según la condición, son independientes uno 
del otro (fig. 4.2.7, a). En el segundo caso, los puntos £ y t se encuentran en el 
mismo escalón (fig. 4.2.7, 5). Al deducir la fórmula para el momento de co, 
relación, es necesario tener on cuenta ambos casos con las probabilidades co- 
rrespondientes. Designemos por Y el número de impulsos que llegan a la entrada 
durante el intervalo de tiempo (ż,  ). Cuando Y > 0, en virtud de lo expuesto, 
ol momento de correlación de las ordenadas de lá función aleatoria en cuestión 
es igual a cero. Cuando Y = 0, tenemos que X (1%) = X (i) y, por consiguien- 
te, el momento de correlación de las magnitudes X (1) y X (r) os igual a lo 
dispersión de los impulsos D. La probabilidad de los acontecimientos Y > 0 
y Y = 0 se puede calcular aplicando la ley de Poisson (2.6.13). Entonces ob- 
tendremos la siguiente expresión para la función correlativa de la función alea- 
toria escalonada quo se examina: 


Ky (t, 1) =M|X (9 X (y= 
=P (Y> 0) M [X (9 X W) 1Y > 0) +P (Y= 0) M {X (9 X (1Y =0] = 
P Y > 0)}-0+P (Y=0) D= De-i 4), 


dondo p es la densidad del fujo de impulsos, es docir, la cantidad media de 
impulsos que actúan en la unidad do tiempo. Ahora bien, la función correlativa 
de la función aleatoria en cuestión se determina por la fórmula 


Klee ele (4.2.31) 


Vemos que también en el ejemplo dado se ha obtenido una función corre- 
lativa expononei 

Ejemplo 4.2.7. Un condensador de capacidad C se carga por ol flujo de 
partículas que tionen diferentos cargas, y en los intervalos entres los momentos 
de llogada de las partículas so descarga a través delsresistor 


R (fig. 4.2.8). Hallar la esperanza matemática y la fun- 
ción correlativa de la corriente aleatoria que pasa por el g xo 
resistor, si al condensador llegan, por término medio, j Š 


particulas on la unidad de tiempo y las cargas do las par- 
tículas son magnitudes aleatorias independientes con las 
mismas esperanzas matemáticas q o iguales dispersiones D. Pig. 4.2.8. 

Designemos por Q, la carga aleatoria de la k-ésima 
particula y por Ta el momento aleatorio de su legada 
Al condensador. En el momento 7, la tensión u en el condensador cambia por 
un salto en Ọ}/C después de la cúal la magnitud absoluta do esto incremento: 
un de la tonsión disminuye según la ley exponencial 

E 
m-2 e FS siendo t> Ta. 

La corriente en el circuito, engendrada por la llegada al condensador de la 
k-ésima partícula, será igual a u,/1+. Por consiguiente, la corriento total on el 
circuito 7 (f) en Cualquier instante £ se determinará por la fórmula 


donde la adición se extiende a todos los valores K correspondientes a las parti- 
culas que caen en el condensador hasta el instante £ y 7 = RC es la así llamada 
constante de tiempo del circuito. 
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Para resolver ol problema planteado, primeramente examinemos sólo la 
parto de corriente en el circuito engendrada por las partículas que llegan al 
condensador durante un intervalo grande de tiempo finito (s, t) y luego pasemos 
al límite cuando s— —co. Desigaemos por 7, (£) la corriente en el circuito 
ongendrada por las partículas quo llegan al condensador on el transcurso del 
intervalo de tiempo (s, 1). El número de partículas que llegan al condensador 
durante el intervalo de tiempo (s, t) se puede considerar subordinado a la ley 
de Poisson; on este caso, la esperanza matemática de este número de partículas, 
según los datos, es igual a p (t — s). Por lo tanto, designando por Æm el acon- 
tecimiento consistente en que durante el intervalo de tiempo (s, £) a) condensa- 
dor Megan m partículas (m = 0, 1, 2, . . .) y aplicando la fórmula (2:6-13), para 
da probabilidad de este acontecimionto obtendremos la fórmula 


PE EETA ¿nO (m=0,1,2, (4.2.39) 


el caso cuando en el intervalo de tiempo (s, t) al condensador llegan m 


partículas, la corriente producida en el circuito por estas partículas se oxpresa 
por la fórmula 
sen 
nO=F Dy Que T. (4.2.84) 
a 


Haciendo rospecto al número de partículas que llegan al condensador en el inter- 
valo de tiempo (s, £) todas las hipótesis posibles m = 0, 1, 2, ... y aplicando 
la fórmula de la esperanza matemática completa (3.8.12), oxpresemos la espe- 
ranza matemática de la función aleatoria /, (0 por la fórmula 


Mil, ()1= Y, P (Em) MU, (91 Emb: (4.2.35) 
mo 


La esperanza matemática condicional de la función aleatoria 7, (t) para la Kie 
tesis Em debe calcularse hallando la media probabilística con' respecto a todos 
los valdres posibles de lna cargas de las partículas Op y a todos los valoros posi- 
bles de los momentos de llegada de las partículas al condensador 7}, siendo fijo 
<l númoto m de partículas que actúan en el intervalo de tiempo (s, $). En virtud 
de los teoremas de adición y multiplicación de las esperanzas matemáticas, 
teniendo en consideración la independencia de las magnitudes aleatorias Qp 
y Th» podemos escribir 


NE ` EEN 
MUO Emi Y M (Oae TJ D MIM T] (4238) 
a a 


Para calcular M loxp (—(£— T4/T)] para una partícula que actúa en ol ins- 
tante t = Th en el intervalo (s, 1), es necesario, de acuerdo con la regla general, 
multiplicar los valores de la función exponencial, correspondiente a todos las 
valores posibles 7, en el intervalo (s, 1), por los elementos respectivos de pro- 
babilidad e integrar. Como resultado obtendremos 


2 
M (exp (—(—TA)/7Y) f exp {—t—T)/T} f (0) dt, (4.2.37) 


donde 4 (q) es la densidad de prokobilidad de la magnitud aleatoria 7}. En 
virtud de la constancia de la densidad media de los momentos de acción de las 
partículas, éstas, al ser muy grande su número, se reparten estadísticamente 

le un modo uniforme en el intervalo (s, £). Por consiguiente, la densidad de pro- 
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babilidad_del momento de acción de cada partícula tomada por separado debe 
considerarse constante en el intervalo (s, 1) : f (1) = 1/(£— s). Sustituyendo 
esta expresión en (4.2.37), obtendremos 

t-Ta t in te 


(4.2.38) 


Sustituyendo esta expresión en (4.2.36) y teniendo en cuenta que la esperanza 
matemática de la carga de cada partícula es igual a q, hallaremos la esperanza 
matemática condicional de la función aleatoria 7, (6) para la hipótesis En: 


a a 
MU, (01 Em =Y eT) a239 
a 


Sustituyendo. 
esperanza matemáti 


min o= S Lezan enni 


met 


expresiones (4.2.33) y (4.2.39) en (4.2.35), hallamos -la 
de la función aleatoria Ie (t): 


A (1 


Evidentemente quo la suma de la serie en esta fórmula es igual a eM=9, Por 
lo tanto 
f: 


MLN =19 (1—e 
Al pasar al límite para s— —oo, hallamos la esperanza matemática de la 
corriente aleatoria 1 ( (£) en el circuito: 

mt) = MU (91 = pq. (5.2.40) 


Para hallar la función correlativa de la corriente aleatoria en el circuito, 
observemos que si 1 >t 


Aquí el primer sumando se diferencia de 7 (£) solamente por el multiplicador 
no aleatorio y el segundo sumando es independiente de 7 (t), ya que conties 
solamento magnitudes aleatorias independientes de las magnitudes aleatorias 
que ontran en la expresión (4.2.32) para 1 (f). Por eso, cuando t’ > t, la función 
correlativa de la corriente 7 (/) es igual al momento de correlación de las mag- 
nitudes aleatorias 7 () y 1 (0) exp (—( — 1/7) para los valores dados £ y £, 
es decir, 


Kilt, P)=DU e 44.2.41) 
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Ahora nos queda solamente calcular la dispersión de la corriente Y (1). La dis- 
persión condicional de la función aleatoria 7, (1) para la hipótisis consistento 
en nue on el intervalo de tiempo (s, 1) al cosdengador llegan m partículas, es 
igual a la suma de las dispersiones de los sumandas en la fórmula (4.2.34) en 
virtud do la independenci ja do los mismos. Para hallar la dispersión de un suman- 
do en (4.2.34) caleulemos primeramente su momento inicial de segundo orden. 
Según el teorema de multiplicación de las esperanzas mntomáticas 


r 
M|Ge T ]=3Mapar[e T] 

Luego, en virtud do la conocida correlación entre la dispersión de la magnitud 
aleatoria y su momento inicial de segundo orden [fórmula (2.3.14)), 


MeD, 
y la esperanza matemática de la función exponencial so calcula de la misma 
manera que se dedujo la fórmula (4.2.38). Do aquí. valióndonos de mevo do la 
corrolación entre la dispersión y el momento inicial do segundo orden y teniendo 
en cuenta que l ón para la dispersión condicional de la función aleatoria 
J, (0, dada la hipótesis E contiene m sumandos iguales, obtendremos 


DI) Ent HE 


Multiplicando esta expresión por la babilidad de la hipótesis Em. que se 
determina por la fórmula (4:233), y sumando con respecta a todos 10s valo 
les do m, hallaremos la dispersión no condicional de la función aleato- 


2 
tE ge? DD g Ty, 


Pasando en esta fórmula al límite pare s -> —oo, hallamos la dispersión buscada 
de la corriente aleatoria que circula en el circuito 7 (t): 


SN (42.42) 
Por fin, sustituyendo ceta expresión en la fórmula (4.2.41), obtendremos 


E 


xo ED siendo r> t. 


Es evidento que cuando t’ < t, la diferencia 1* — £ en el exponente se sustituirá 
por £ — t’. Como resultado, la función correlativa de la corriente aleatoria en oF 
Circuito dedo Z (t) so expresará, para todos los valores £ y £’, por la fórmula 


Kilt, 1) ED TT siendo v <1, 42.48) 


Do esto modo, así como en los ejemplos 4.2.3 y 4.2.6, hemos obtenido de nuevo 
una función correlativa exponencíal. No obstante, Jas realizaciones posibles 
de las funciones aleatorias examinadas en estos tres ejemplos tienen un carácter 
completamente diferente. En el ejemplo 4.2.3 todas las realizaciones posibles 
de la función aleatoria representan sinusoides de diferentes frecuencias, ampli- 
tudes y fasos iniciales. En el ejemplo 4.2.6 todas las realizaciones posibles de la 
función aleatoria son funciones escalonadas. En el ejemplo dado todas las rea- 
lizaciones posibles de la función aleatoria representan funciones discontinuas 
cuya forma se muestra on la fig. 4.2.9. En el ejemplo 4.2.3 la rapidez de dis- 


$ 42. Esperanza matemática y función correlativa 473 


minación de la función correlativa al crecer la magnitud absoluta de la diferen- 
cia, de los argumentos, se determina por la magnitud, que caracteriza la gama 
de los valores prácticamente posibles de la frecuencia do oscilación. En el ejemplo 
anterior la rapidez de disminución de la función correlativa se detormina com- 
pletamonte por la frecuencia media de los impulsos y. En este ejemplo la rapidez 
de disminución do la función correlativa no depende en absoluto de la frecuen- 
cia media de los impulsos p y se determina 
solamente por la constante de tiempo del cir- 
cuito T. Así puos, los resultados de estos 
tres ejemplos muestran que una misma fun- 
ción correlativa puede corresponder a dife- 
rentes funciones aleatorias, el carácter de las 
realizaciones posibles de las cuales es abso- 
lutamento distinto. 

A título de un ejercicio útil, proponemos 
que el lector resuelva por sí mismo este pro- 
blema para otros circuitos eléctricos, por 
ejemplo, para el caso on que ol circuito 
a través dol cual se descarga el condensador 
tiono no sólo una resistencia óhmica R sino 
también la inductuncia L. En el último caso la función correlativa de la co- 
rriente que pasa por el circuito representará el producto de la función exponen- 
cial amortiguada por la función periódica de la magnitud absoluta de la dife- 
vencia de los argumentos do la forma 


Ki (t, t)= Diele- t [eso (e) + hon wle 1] - (4.2.44) 


La función aleatoría oxaminada en este ejomplo representa el así llamado 
efecto de granalla, corriente de ruido engendrada on los circuitos eléctricas 
por el bombardeo do electrones y atras particulas cargadas. 


Los resultados obtenidos en los ejemplos anteriores muestran 
que la función correlativa está lejos de ser una característica completa 
de la función aleatoria. En particular, ella no determina de ningún 
modo el carácter de las realizaciones posibles de la función aleato- 
No obstante, para resolver muchos problemas prácticos, el 
conocimiento de la esperanza matemática y la función correlativa 
de una función aleatoria resulta ser suficiente. 

En los capítulos anteriores vimos que la ley normal de distribu- 
ción se determina completamente por los momentos de primer y 
segundo orden de las magnitudes aleatorias. Por eso, conociendo 
la esperanza matemática y la función correlativa de una función 
aleatoria normalmente repartida, se puede determinar todas sus 
densidades de probabilidad de cualesquiera órdenes. Ahora bien, 
para una función aleatoria normalmente repartida, son la esperanza 
matemática y la función correlativa las que determinan por com- 
pleto todas las características probabilísticas de la misma. Puesto 
que para determinar la esperanza matemática y la función correla- 
tiva es suficiente conocer la densidad bidimensional de probabili- 
dad de la función aleatoria, dicha densidad es una característica 
completa de la función aleatoria normalmente repartida. 
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§ 4.3. Propiedades de la función correlativa 


De la definición (4.2.6) de la función correlativa se deriva directa- 
mente que ésta es simétrica: 

Ka (t, t) = Ka (t, 0). (4.3.1 

Gráficamente esta propiedad significa (fig. 4.3.1) que en los puntos 


simétricos con respecto a la bisectriz del ángulo de coordenadas la 
función correlativa tiene valores iguales. Esto quiere decir que la 


at 


Pig. 4.3.1. Fig. 4.3.2. 


suporficio que representa la función correlativa es simétrica con res- 
pecto al plano perpendicular al plano ż, 1” y que pasa por la bisectriz 
mencionada. 

La segunda propiedad de la función correlativa se deriva de la 
propiedad (3.9.15) del momento de correlación; la función, correla- 
tiva, cualesquiera que sean los valores de los argnmentos £, 1”, no 
supera en módulo a la raíz cuadrada del producto de los valores de 
la dispersión de la función aleatoria, correspondientes a los valores 
t y É del argumento: 


[Ka (t, ')< V D D0) =V K, K,T). (4.3.2) 


Esto ¡significa que la magnitud absoluta de la función correlativa 
en cualquier punto 4 no puede ser mayor que la media geométrica 
de sus valores en los puntos By C do la bisectriz del ángulo de coorde- 
nadas, obtenidos como resultado de la intersección de dicha bisectriz 
con rectas trazadas desde el punto A paralelamente a los ejes de 
coordenadas (fig. 4.3.2). 

Para cualquier función no aleatoria q (+) tiene lugar la desigualdad 


zb 
| | Kt Neeti ar >o. (43.3) 


Las funciones de dos variables que poseen esta propiedad se llaman 
definidas no negativas. Así pues, la función correlativa de una función 
aleatoria es una función determinada no negativa. En este caso, la 
función Kx (f, t’) puede tener valores negativos para ciertos valores 
de los argumentos +, £”, pero la integral (4.3.3) nunca será negativa. 
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Para demostrar la desigualdad (4.3.3) sustituyamos en (4.3.3) 
la expresión (4.2.6) de la función correlativa. Entonces obtendremos 
5b 
Fo j i Ku (t, 1)9(0 9 (0) didt = 


p 
=f jar IXO) XUNG (0) 9 (E) dedt. (4.3.4) 


i 
Pero la integral es el límite de una secuencia de sumas. Según el 
teorema de adición de las esperanzas matemáticas, la esperanza mate- 
mática de la suma siempre es igual a la suma de las esperanzas mate- 
máticas, es decir, el orden, de operaciones de adición y de la esperan- 
za matemática siempre se puede cambiar. Esto es válido para todas 
las sumas de una secuencia. Prácticamente esto siempre es válido 
también en el límite. Así pues, se puede cambiar el orden de opera- 
ciones de integración y de esperanza matemática, Cumpliendo esto 
en (4.3.4), obtendremos 


J=M i f X° (0) X° (0) ẹ (0) 9 (1) de ar]. 


Aquí la función subintegral se descompone en multiplicadores cada 
uno de los cuales depende de una sola variable. En esto caso, la doble 
integral puedo ser sustituida por el producto de dos integrales. 
Puesto que on lo sucesivo aplicaremos con frecuoncia esta trans- 
formación de la doble integral, vamos a cumplirla detalladamente, 
Sacando las funciones de la variable 1” fuera del signo de integral 
con respecto a la variable £, obtendremos 


J=M úl Xx (0) 0 (0) [f xwowa} ar]. 


Dado que los límites de integración a, b son constantes, la integral 
con respecto a la variable £ representa una magnitud constante y pue- 
de ser sacada fuera del signo de la integral con respecto a t. 


s="(f Xx (0 90 PEOTI al. (435) 


Puesto que la integral definida no depende de la designación de 
la variable de integración, la segunda integral en (4.3.5) representa 
una magnitud que coincide con la primera integral. Por eso, susti- 
tuyendo en la segunda integral la variable de integración t” por la 
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variable t, obtendremos 
è 
s-un [{ [wona]. (4.3.6) 


Es evidente que esta magnitud no puedo ser negativa, lo que demues- 
tra la validoz de la desigualdad (4.4 

lis fácil también ver que la función correlativa no cambia, si 
a la función aleatoria se le añade cualquier función no aleatoria. 
Cov otras palabras, dos funciones aleatorias cuya diferencia no es 
aleatoria tienen una misma función correlativa. In efecto, si Y 
= X (0) + q (1), entonces my (£) = mz (1) + q (0) y Y? (1) 
las funciones aleatorias centradas Y” y X° coinciden. De 
aquí, asi como de la definición (4.2.6), se desprende directamente 
que las funciones correlativas de las funciones aleatorias Y y X son 
idénticamente iguales una a otra, que es lo que se trataba de demos- 
trar. 

Luego, al multiplicar la función aleatoria X (2) por la no aleato- 
ria q (0), la función correlativa se multiplica por 9 (2) q (£). En 
electo, si Y (0) = ẹ (0) X (£), entonces my (1) =p (1) ma (£), Y? (1) = 
=4 (0 X" (0) y 
K, (t, t) = M [Y° OY (O) = o (0 p (0) M X° (9 X (w) = 

=(0)9() Ka (t, t) (4.8.7) 


Es fácil ver quo las propiedades demostradas, salvo la (4.3.7), 
las posee también la función correlativa normada de la función alea- 
toria. Con ello, en virtud de que la función correlativa normada es 
igual a la unidad para cualesquiera valores iguales de sus argumentos 
Y = t (es decir, en la bisectriz del ángulo de coordenadas del plano 
t, £), la segunda propiedad de (4.3.2) para la función correlativa 


normada da 
1R-(b 01<t (4.3.8) 


Esta desigualdad es también un corolario directo de la propiedad 
(3.9.23) del coeficiente de correlación. 


$ 4.6. Función correlativa recíproca y sus propiedades 


En muchos problemas prácticos se necesita examinar conjunta- 
mente varias funciones aleatorias. Para la característica conjunta 
completa de “dos (o de un número mayor) funciones aleatorias, es 
necesario asignar también, además de las densidades de probal 
dad de cada una de ellas, todas las densidades de probabilidad con- 
juntas de sus valores siendo elegidos arbitrariamente los valores de 
los argumentos. La más simple de las densidades de probabilidad 
conjuntas de dos funciones “deatorias X (0 y Y (f) es la densidad 
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bidimensional conjunta de probabilidad fy (z, y; t, t) de sus valores 
X (1) y Y (8), siendo arbitrariamente escogidos los valores de los 
argumentos t, t’. Esta densidad de probabilidad depende de t y Y 
como de los parámetros. 

Para caracterizar la relación de dos funciones aleatorias X (t) 
y Y (t), se usa generalmente la función correlativa recíproca de las 
mismas, la cual se determina como el momento de correlación de 
los valores de estas dos funciones aleatorias, correspondientes. a 
los valores elegidos arbitrariamente de los argumentos £ y £” 

Kay (t, 1) = MIX" (9 Y° (0). (4.4.1) 

La función correlativa recíproca es función correlativa de làs varia- 
hles t yt. 

Si es conocida la densidad bidimensional conjunta de probabi- 
lidad fu (z, y; t t) de las funciones aleatorias X (t) y Y (t), su 
función correlativa recíproca se puede calcular por la fórmula 


Kay lt 0)= | $ lo—m(01 ym, C) hn (o, yi t t) dedy. 


a (4.4.2) 


Sin embargo, en muchos problemas prácticos resulta posible cal- 
cular la función correlativa recíproca por procedimientos más sim- 
ples sin recurrir al cálculo de la doble integral (4.4.2). 

Si la función correlativa recíproca de las funcionos aleatorias 
X (t) y Y (t) no es idénticamente igual a cero, entonces las funcio- 
nes X (1) y Y (£) se llaman correlacionadas. Al contrario, si la fun- 
ción correlativa recíproca de dos funciones aleatorias es idéntica- 
mente igual a cero, estas últimas se denominan no correlacionadas. 

Semejantemente a como se dedujeron las propiedados de la fun- 
ción correlativa, se demuestran las siguientes propiedades de la 
función correlativa recíproca. 

Al permutar simultáneamente los argumentos e índices, la 
función correlativa recíproca no cambia: 


Kay (t, 0) = Kyx (0, 0). (4.4.3) 


Aquí se trata de dos funciones correlativas recíprocas y la igualdad 
significa que, al permutar los argumentos, una función correlativa 
recíproca pasa a otra función correlativa recíproca de las mismas 
funciones aleatorias tomadas en el orden inverso. Demos la inter- 
protación geométrica de esta propiedad. Para ello construyamos 
dos superficies enel sistema de coordenadas cartesianas E, 1, €: 


E= Kay (È n), E= Kys (È, 1) (4.4.4) 


Estas superficies representan las funciones correlativas recíprocas 
de las funciones aleatorias X (£) y Y (t') tomadas cn diferentes órde- 
120928 
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nes. Tomemos dos puntos (t, t’) y (t', t) simétricos con respecto a la 
bisectriz del ángulo de coordenadas. Cada una de las superficies 
(4.4.6) es, en el caso general, no simétrica con relación a la biscctriz 
del ángulo de coordenadas. No obstante, la igualdad (4.4.3) muestra 
que estas superficies representan una reflexión especular recíproca 
con respecto al plano que pasa por la bisectriz del ángulo de coorde- 
nadas ton y el eje O. Así pues, las Z-coordenadas de la primera 
superficie en el punto (2, t’) y de la segunda en el punto (1, £) son 
iguales. 

La segunda propiedad de la función correlativa recípruca se 
deduce de la desigualdad (3.9.15), válida para cualquier momento 
de correlación. De esta desigualdad se deduce que la magnitud abso- 
luta de la función correlativa recíproca de dos funciones aleatorias 
no puede ser mayor que la media geométrica de Jas disporsiones de 
estas últimas: 

[Kay (t, 1 1SVDDD, (C) = V K0, DK, (0,0). (4.4.5) 

En el párrafo anterior fue demostrado que al añadir a la función 
alcatoria cualquier función no aleatoria, la función aleatoria cen- 
trada no cambia. De aquí y de la definición (4.4.1) se deduce que 
la función correlativa recíproca de dos funciones aleatorias no cambia 
al adicionar a estas últimas funciones no aleatorias arbitrarias, 

A veces, en vez de la función correlativa recíproca, para caracte- 
rizar la relación entre dos funciones aleatorias se usa la función 
correlativa recíproca normada que se determina como el coeficiente 
de correlación de los valores de estas dos funciones aleatorias, corres- 
pondientes a los valores elegidos arbitrariamente de sus argumentos: 


Kxy (t, 6) Kay (ta 1) 

Bay (t, 1) = ===> 7 . 4.4.6, 

o Vr 440 

Es evidente que la función correlativa recíproca normada poseo 

todas las propiedades demostradas de las funciones correlativas 

recíprocas, salvo la desigualdad (4.4.5) que, en virtud do (3.9.23), 
se sustituye por la desigualdad 

[Ray (t 1) 1< 4 (4.4.7) 

Para la exposición sucesiva necesitamos introducir todavía”el 

momento inicial de segundo orden de dos funciones aleatorias 

X (t) y Y (0), el cual se determina como el momento inicial mixto 

de segundo orden de sus valores, siendo elegidos arbitrariamente los 
valores de los argumentos ¿ t: 

Tay (t, t) =M IX (9 Y (r). (4.4.8) 


En virtud de la fórmula (3.9.13), el momento inicial recíproco de 
segundo orden se expresef por las esperanzas matemáticas de las 
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funciones aleatorias X (t) y Y (t') y la función correlativa recíproca 
de las mismas: 


Tay (t, 0) = ma (t) my (0) + Kay (t, t’). (4.4.9) 
Hemos determinado la función correlativa recíproca y el momento 
inicial recíproco de segundo orden para las funciones aleatorias 
reales. En virtud de la definición (3.7.6) del momento de correlación 
de las magnitudes aleatorias complejas, la función correlativa recí- 
proca de dos funciones aleatorias complejas X (1) y Y (2) se deters 
mina por la fórmula 
Kxy(t, €) = MX (0) YO). (4.4.10) 


Por una fórmula análoga se determina también el momënto inicial 
recíproco de las funciones aleatorias complejas X (£) y Y (t). 


Ejemplo 4. 
aleatorias 


Hallar la función correlativa rocíproca de las funcionos 


a a 
X (D= $ Usi), Y= J) Uyeyt) (4441) 
SS = 


donde U;, . . ., Un son magnitudes aleatorias y fe, + + <s fns go » + s» En SON clor- 
tas funciones completamente determinadas, en el caso general, complojas. 
Las funcionos aleatorias X (t) y Y (£) son funciones lineales de unas mismas 


magnitudes aleatorias Us, ...» Un, Por consiguiente, aplicando la fórmula 
ER el momento de correlación de dos funciones lineales de las magni- 
tudes aleatorias, obtendremos 
n 
Kayt, t) = >) ¿Aly (05 OY (6412) 
v pmi 


donde kyu es el momento de correlación de las magnitudes aleatorias 
Uy Up W Bmt.. mo kw = Day): 


Si, en el caso particular, las magnitudes U,, . ~., U no están correlacio- 
nadas, entonces 


Ksy (t,t) = >] De RO. (4.4.13) 
E 
Ejemplo 4.4.2. Hallar la función correlativa recíproca de las funciones 


aleatorias 
X) =ọ (t, U, -s Un) Y(D = 4 (t, Un 0.1 Up) (4.4.14) 
considerando conocida la densidad de probabilidad de las magnitudes aleato- 
rias Us +s Un. 
Conforme a [a definición general de la esperanza matemática de vna fun- 
ción arhitraria de las magnitudes aleatorias podemos escribir 


Pal = f o f otun os ud PT rux 


Xf (us -+s Un) dug ... dun. (4.4.15) 
Luego, por la fórmula (4.4.9), se puede calcular Kay (t, t). 
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$ 4.5. Adición de funciones aleatorias 

Examinemos la función aleatoria Z (t) que representa la suma 
de las funciones aleatorias X (t) y Y (2): 

Z()=X(0+Y(. (4.5.1) 

Supongamos que son conocidas las esperanzas matemáticas M (1), 
m, (t), las funciones correlativas Ky (t, 1), Ky (f, t’) de las magni- 
tudes aleatorias X (2), Y (1) y su función correlativa recíproca 
Kx, (t, 1'). El problema consiste en hallar la esperanza matemática 
y la función correlativa de la función aleatoria Z (*). 

La esperanza matemática de la función aleatoria Z (t) se deter- 
mina directamente por el teorema de adición de las esperanzas 
matemáticas. Como resultado obtendremos 


m, (t) = my (t) + my (0). (4.5.2) 
Sustrayendo esta fórmula de (4.5.1), obtenemos la relación entre 
las funciones aleatorias centradas 
Z (9) = X° (09 + Y° (0. (4.5.3) 
Aplicando esta fórmula, hallamos que 
Z° (t) Z° (0) = X° (t) X° (t) + Y° (0) Y° (t) + 
+ X° (9) Y° (0) + Y° (t) X° (0). (4.5.4) 
De aquí, teniendo en consideración las definiciones (4.2.6) y (4.4.1) 
de las funciones correlativa y correlativa recíproca, obtendremos 


la siguiente fórmula para la función correlativa de la función alea- 
toria Z: 


K: (t, t) = Ka (t, t) + Ky (t, t) + Kay (t, 1) + Kys (6, 8). 
(4.5.5) 
Bn: virtud de la propiedad (4.4.3) de las funciones correlativas recí- 
proces, la- fórmula (4.5.5) se puede escribir en la forma 
K, (t, t) = Ka (t, 0) + Ky (t, 0) + Key (h 1) + 
+ Euy (0. 9» (4.5.6) 
En el caso particular, cuando las funciones aleatorias X y Y no 


están correlacionadas, Ks (t, 1) = Kyz (t, 1) =0 y la fórmula 
(4.5.6) toma la forma 


K; (t, 0) = Ks (t, 0) + K, (6, 1). (4.5.7) 
Ahora bien, la función correlativa de la suma de las funciones alea- 


torias no-correlacionadas es igual a la suma de las funciones correla- 
tivas de los sumandos. 


$ 4.6. Derivación de una función aleatoria 181 


Las fórmulas obtenidas se hacen fácilmente extensivas a cual- 
quier número de sumandos. La esperanza matemática de la suma 
de las funciones aleatorias 


Z()= 2 60, (4.5.8) 
es igual a la suma de las esperanzas matemáticas de los sumandos: 
` 
M:()= Y my, (0. (4.5.9) 

E 


La función correlativa de la suma es igual a la suma de las fun- 
ciones correlativas y de todas las funciones correlativas recíprocas 
de los sumandos: 


Kale Y Kays (b 0 (4.5.10) 


donde K=, (t, 1) es la función correlativa recíproca de las funcio- 
nes aleatorias X, (£) y X „ (£) [que coincide para p = v con la correla= 
tiva K=, (t, 1) de la función aleatoria X, (£)]. 

En el caso particular en que las funciones aleatorias X; (t), - 
...» Xn (() no están correlacionadas, todas sus funciones correla- 
tivas recíprocas son iguales a cero y la fórmula (4.5.10) toma una 
forma más simple 


K.(t,1)= 5 Ky, (t, 0). (4.5.11) 


$ 4.6. Derivación de una función aleatoria 


Examinemos la función aleatoria X (1), todas las realizaciones 
posibles de la cual son funciones diferenciables. Entonces la derivada 
de la función aleatoria X (£) 


ro=x Q=% (4.6.1) 


representará la función aleatoria cuyas realizaciones posibles son 

las derivadas de las correspondientes realizaciones de la función 

aleatoria X (£). Hallemos la esperanza matemática y la función 

correlativa de la derivada Y, (£) suponiendo conocidas la esperanza 

matemática y la función correlativa de la función aleatoria X (1). 
Como para cualquier £ fijo la magnitud aleatoria 


Ya H= w 


representa la combinación lineal de las magnitudes aleatorias 
X (t + At) y X (f), entonces, aplicando la fórmula (3.8.9), obten- 
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dremos 


(t+ At) — mx (1) 
my, (e) = Zat met 


De aquí, al pasar al límite para At >» co, suponiendo, desde luego, 
que este límite existe, obtendremos 


My (t) =m; (0). (4.6.2) 


Asi pues, la esperanza matemática de la derivada de una función 
aleatoria es igual a la derivada de su esperanza matemática, Con 
otras palabras, las operaciones de derivación y de esperanza mate- 
mática se puede cambiar de lugares. 

Pasamos ahora a la determinación de la función correlativa de 
la derivada Y, (t) de la función aleatoria X (t). Conforme a la deter- 
minación (4.2.6) tenemos que 


> 7 axo ñ 
Ep (0) =M (07 =- 


=M [GO U) J= MI (030), 
o bien 
Kyt 1) E. (4.6.3) 


Ahora bien, la función correlativa de la derivada de la función 
aleatoria es igual a la segunda derivada mixta de su función corre- 
lativa. 

De un modo semejante hallamos la función correlativa rocí- 
proca de la función aleatoria X (1) y de su derivada Y, (£). De acuerdo 
con la_dofinición (4.4.1) tenemos que 


Kalt, y= [10 O 


=M [r XO XEN] 2 MIX (O Xe (0) 
o bien 
Kan (t t) E, (4.6.4) 


Así pues, la función correlativa recíproca de la función aleatoria 
X (t) y de su derivada es igual a la derivada parcial de la función 
correlativa de la función aleatoria X (t) con respecto al segundo argu- 
mento. 

En virtud de (4.6.4), la fórmula (4.6.3) se puede también escri- 
bir en la forma 
ôK ny, (6, 4) 

7 


Ky (t, 1)= i (4.6.5) 
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De un modo completamente análogo se puede hallar la esperanza 
matemática y la función correlativa de la derivada de cualquier 
orden p de la función aleatoria X (2): 

Y, ()=X0 (i). 
Como resultado obtendremos las fórmulas siguientes para la espe- 
ranza matemática y la función correlativa de la derivada de orden 
p de la función aleatoria X (t): 


myy (=m (0), (4.6.6) 
Ku 0 h. (4.6.7) 


De un modo semejante se deduce la fórmula para la función corréla- 
tiva recíproca de las derivadas de los órdenes p y q dè 'la función 
aleatoria X (t): 


D 8PHIK y (t. t') 
Kupy a y A. (4.6.8) 


ción correlativa 


Ejemplo 4.6.1. Hallar la esperanza matemática y la ful 
de la derivada de la función aleatoria X (f), si 


my (=a 4b 400, 
Ky (6, 1) =D SU [esw (1194 son walit 1]- ) (4.0.9) 


Por la fórmula (4.6.2) hallamos la esporanza matemática de la derivada 
Y, (9 = X’ (9: 
my (0 mg (=b 420, (4.6.40) 


a, detorminaraos primeramente 


Para hallar la función correlativa de la de 
aleatoria X (t) y su derivada, 


la función correlativa recíproca de la fu 
Aplicando Ja fórmula (4.6:), obtendrem 
sie >t 


Kay, 1)=DS festes [cosas (04 sen 0) 
=p EE ¿20 gon w (0); 
o 
Ysil<t 
Koy t 1)=0 + teet [cos oie) son wtr] } ss 
ao A seno (10). 
Do este modo, para cualesquiera £ y £* 
Kg, yo HER -anr son op (tf). (4.510) 


Ahora se puedo determinar por la fórmula (4.6.5) la función correlativa de la 
derivada Y, (f) = X’ (0; como resultado obtendremos 
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M5t<t 
Ky (6 1)=D (at +03) 07400 [sos o (119 +-E senao] ; 
DETESTA 


K, (6 0) =D (02 + op) e7- TS sen ag e= ] 5 
wo 

odus ostas fórmulas se pueden reducir a una sola fórmula válida pura todos 
los t y t: 
Ey (6 =D (a+ op ente [sotni seno) lit" 1] + (4.642) 

Ejemplo 4.6.2. Hallar la esperanza matomática y la función correlativa 
de la derivada de lu función aleatoria X (2), SÈ 

My (t) = 0, Ka (t, 0) = Det i-t I, (4.6.13) 


En virtud do la fórmula (4.6.2) la esperanza matem: 
función aleatoria que se exi 
la (4.6.4) da 

CE 


ica de la derivada de la 
es idénticamente igual a cero. La fórmu- 


Sui è aw- -alt= 
Epia y= D RO pe, 
sect (4.6.14) 


Kay 0) attat) pe 


Así pues, la función correlativa recíproca do Ja función aleatori: 
su derivada tiene en esto caso discontinuidad do primer género pa 
un salto igual a 20u (fig. 4.6.1). Es fácil comprender que restando de esta 
función Ja función escalonada unitaria 1 (t—t) multiplicada por 2Dx, obten- 
dremos una función continua que desigharomos 
por f(t, £'). Ahora bien, la función correlativa 
meciproca de la función aleatoria X (f) y do su 
eri 
1 


Ay 
ivada puede sor presentada en este caso por 
la fórmula 


Kuy, (1) =1 (1, 0) +2D08 (10), (6.6.45) 


donde / (t, 1%) es una función continua que se do- 
termina por la fórmula 


Datt -À si A 
1 “=f 2D% pr SS ao 
Das r sitor. 


Al derivar la fórmula (4.8.15) con respecto a £, teniendo en cuenta (4.6.16) 
y tomando en consideración que la derivada de la función escalonada unitaria 
ès función delta, obtondremos en virtud de (4.6.5) 


AAA 


Fig. 4.6.4. 


Ky 01) = — Dore 2 UL 4 2Dað (11%). (4.0.17) 


ada de la función aleatoria 
X (1) contine en este caso un sumando proporcional a la función delta $ (2 — 1). 
Por consiguiente, la dispersión de la derivada en el caso dado es infinita: 


Dy (f) = Ky (t. 1) = —Da? + 2D08 (0) = 00. 
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$ 4.7. Integración de una función aleatoria 
Examinemos la función aleatoria de la variable s: 


» 
Y (= | 06, 9X04, (4.14) 


donde g (s, £) es la función (no aleatoria) asignada. Supongamos 
que son conocidas my (t) y Kz (t, £) y hallemos la esperanza mate- 
mática m, (s) y la función correlativa K, (s, s’) de la función alea- 
toria Y (s), así como su función correlativa recíproca con X (t). 
Dado que, según lo demostrado en el $ 4.3, lus operaciones de 
esperanza matemática e integración se pueden permutar, entonces 


x n 
MIY (=M [ $ gts 9X0d]= Ves, DMX Ot 
o bien X ° 
è 
my (s)= ' g ($, 1) my (1) dt. (4.7.2) 


Esta fórmula es la generalización de la fórmula (3.8.9) para la espe- 
ranza matemática de la función lineal de magnitudes aleatorias 
corrientes. 
Luego, sustrayendo (4.7.2.) de (4.7.1), obtendremos 
f 
Y= fee DRN d. 


Según Ja definición de la función correlativa (4.2.6) tenemos 
Ky (s, 8) =M IY" (9) Ys) = 


l 
va 
=M [i f g(s, D gls, CX (DXU) de ar] = 


z 
"m j j g(s. Qg (8, t) MIXU) XO (0) dl de” 
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o bien 


Ky(s,s)= gis, t) g(s, L) Kx (t, 1) didt’. (4.7.3) 


so 
ro 


De un modo análogo se puede obtener la siguiente fórmula para 
la función correlativa recíproca Kyy (f, s) de la función aleatoria 
X (0) y la integral (4.7.1) de ella: 


P 
Kolt, s)= | g6, 1) Kate 0) de. (4.7.4) 


En la práctica os suficiente a veces hallar la dispersión de la 
integral do la función aleatoria. Como la dispersión de la función 
aleatoria os igual al valor de su función correlativa, para iguales 
valores de los argumentos, suponiendo que en (4.7.3) 3" = s, obten- 
dremos 
ee 
Dy(s)=K, (s, s)= f (e6 Dg) Kl, lydd. (47.5) 
: 


De esta fórmula se ve que, para calcular la dispersión de la integral 
do la función aleatoria, es necesario conocer la función correlativa 
de la función subintegral. 

Vemos que resulta ser suficiente el conocimiento de Ja esperanza 
matemática y de la función correlativa para realizar sobre las fun- 
ciones aleatorias las operaciones elementales del análisis: la deriva- 
ción o integración de las funciones aleatorias, así como las operacio- 
nes lineales del Algebra. 


Ejemplo 4.7.1. Hallar la esperanza 1 
sn T do 1 dención dial 


temática y la función correlativa 
Y(9= f X(t) de, (4.7.8) 


ma (1) =04 dt, ) 


Kale, =D Sel (47.7) 


En este caso la función g (s, 1) es igual a la unidad on el intervalo (0, s) y 
a cero en el intervalo (s, œ). La fórmula (4.7.2) da 


my (pm pt, (47.5) 
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La fórmula (4.7.3) para la función correlativa cuando s< s' ofrece 
v sr 


Ku ls aef f Kalt, tydi d'= D j $ eTa -0 tat = 


of afera [eno] 
} 


= asperat en 


Para hallar la expresión de la función correlativa cuando s > s”, es suficiente, 
en virtud de la propiedad de la simetría de la función correlativa, permutar los 

rgumentos s y s'. Como resultado, para todos los s y s', la función correlativa 
do la integral de la función aleatoria X (£) se expresará por la fórmula 


Ky(s s’) Z [amin (e, 1) 1408 peT nl), (4.7.9) 


donde mín (s, s’) es el menor de los números s, s'. La dispersión de Ja integral 
do lo función aleatoria X (f) se determina por la fórmula obtenida cuando 
a 


Do tas 140799. (47.40) 


Km(t 1) =D Uat 0. (4.7.41) 


roximada do los girosco- 
tico del giroscopio coincide 


Haciendo la suposición, corriente en la teo 


pios, de que la dirección del vector del momento ci 
co del recordando que, en virtud de una y conocida de la 
Mecánica, la velocidad del extremo del vector del momento ciuético es igual al 


momento’ de las fuerzas que actúan sobre el giroscopio, podemos escribir 


t 
en=4 f M (i) dr, (64.1142) 


donde AT es el momento cinético del giroscopio. Comparando esta fórmula con 
(4.7.1), vemos que la función g (t, q) en este caso es igual a 1/H cuando 0 $ TS 
< Y y a cero cuando q > t. En virtud de las fórmulas (4.7.2) y (4.7.5), la espe- 
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Tanza matemática y la dispersión del ángulo de deriva del giroscopio © (£) son: 


t 
m= į mát (4.7.13) 
è 


ra te 
D0=p5 $ j Kn (1, 1) dvd = y j f CUT a] dt dr = 
05 E] 


1 
di | CL a (rv) dr + 
(«8 


1 
A tenar 
? 


Al, o e dr Y (1m etl ate tt 
= | ne r+ to. l ar= ate), (4.7.14) 


Estas fórmulas muestran que la deriva sistemática del giroscopio bajo la ac- 
ción do la componente constante del momento crece proporcionalmente al tiem: 
po y la desviación cuadrática media del ángulo do deriva del giroscopio, bajo 
el efecto de la componento aleatoria del momento, tiendo a la magnitud constan- 
te 2D/HH%02, Cuando m = 10% Nem, D =2:10N? cmd, H=2 Nom, a= 
== 0,5 s"l, la deriva sistemática del giroscopio constituirá, on virtud de la 
fórmula (4.7.43), aproxima 52 durante 5 min y el valor límite de la 
desviación cuadrática media de la deriva del giroscopio, en virtud de la fór- 
mula (4.7.14), es aproximadamente igual a 4%9". 


$.4 8. Secuencias aleatorias. Procesos aleatorios 
markoyianos 


Los valores de la función aleatoria en la serie discreta de los 
puntos fijos ty, ta, . .., tn forman una secuencia aleatoria X, = 
= X (t) (r = 1, 2, ...). Es evidente que el término arbitrario 
de la secuencia aleatoria X, se puede considerar como función alea- 
toria de su número, es decir, del argumento r representado por un 
número entero y, de este modo, no examinar el argumento t. 

Si el número de valores del argumento ż, es finito, los valores 
correspondientes de la función aleatoria forman una secuencia alea- 
toria finita. Los términos de la secuencia aleatoria finita se pueden 
considerar como componentes de un vector aleatorio. Por consiguien- 
te, para las secuencias aleatorias finitas es válida por completo la 
teoría de vectores aleatorios expuesta en el capítulo anterior, Si el 
número de valores del argumento t, es infinito, los valores corres- 
pondientes de la función aleatoria forman una secuencia aleatoria 
infinita. La secuencia de valores del argumento (*,) puede irse a la 
infinidad por el eje £ a un lado cualquiera (positivo o negativo) 
o a ambos lados. En el último caso con los valores t, del argumento 
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t se confrontan todos los números enteros desde —oo hasta -f-00. 
En lo sucesivo examinaremos siempre, para que el examen tenga 
un carácter general, las secuencias aleatorias infinitas a ambos lados. 

A veces en los problemas aplicativos la secuencia aleatoria se 
llama función aleatoria enrejada y el argumento, representado por 
números enteros, de tal función aleatoria se toma entre corchetes 
para diferenciarlo del argumento continuamente variable: X, = 
=r (r=0, +2... 

La característica probabilística completa de una secuencia alea- 
toria es la secuencia de leyes de distribución de sus términos toma- 
dos uno a uno, dos a dos, tres a tres, etc. 

La secuencia aleatoria se considera normalmente repartida, si 
sus leyes de distribución de todos los órdenes son normales, 

Limitándose a los momentos de primer y segundo orden, sé 
puede caracterizar la secuencia aleatoria por su esperanza matemá- 
tica y su función correlativa. 

La esperanza matemática de una secuencia aleatoria es, evidente- 
mente, una secuencia de números que representan las esperanzas 
matemáticas de los términos correspondientes de la secuencia alea- 
toria: 


mi =M |X) =MIX t) (r =0, +14, +2,...) (4.8.1) 
La función correlativa de una secuencia aleatoria representa el 
momento de correlación de dos términos de esta secuencia elegidos 


arbitrariamente, considerado como función de los números de los 
términos mencionados: 


Kio MIXX] =MIX AXUN (r, s=0, +1, +2,. 


(4.8.2) 


Ejemplo 4.8.1. Los valores de la función aleatoria X (9) con esperanza 


ica y función correlat 
ajbz, Kx (t, t’) 


para los valoros equidistantes del argume 
orman la secuencia aleatoria ¥, con 


EN -alt= 


e (4.8.3) 


n t= rA (r=0, +1, +2, ...) 
la esperanza matemática 


mis=a+brá (r=0, +1, +2, ...) (4.8.4) 
y la función correlativa 
Ki =Dgaa, 


(4.8.5) 

El tipo más simple de secuencia aleatoria es la de magnitudes 
aleatorias independientes. Para tal secuencia aleatoria la función 
correlativa es igual a la dispersión del término correspondiente de 
la secuencia, siendo iguales los valores de los argumentos (r = s), 
y es igual a cero si los argumentos tienen diferentes valores (r + s). 

En cuanto a la simplicidad, el siguiente tipo de secuencias 
aleatorias serán tales secuencias en las que la dependencia entre 
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los términos parece extenderse sólo a un número pequeño de térmi- 
nos vecinos. Tales secuencias aleatorias se llaman cadenas marko- 
vianas. Ahora vamos a dar una definición exacta de las cadenas 
markovianas. 

La secuencia aleatoria (X,) se denomina cadena markoviana 
simple, si la ley condicional de distribución de cada término de la 
secuencia X, con respecto a los términos anteriores X, .. 

+» Xp, para cualquiera n> 1, depende solamente del valor 
que toma el término precedente de “la secuencia X,- Así pues, la 
secuencia aleatoria es una cadena markoviana simple, si la densidad 
condicional de probabilidad de cada uno de sus términos X, com 
respecto a los términos anteriores X,t - . -, Xp-n, para cualquiera 
n > 1, es idénticamente igual a la densidad condicional de proba- 
bilidad X, con respecto a X,.y: 


Ír (Er naar + or Eran) = fr (Er 1274) (2 = 2, 3, +.) 
(4.8.6) 


La secuencia aleatoria (X,) se llama cadena markoviana compuesta 
de orden 1, si la ley condicional de distribución de cada término de la 
secuencia X, con respecto a los términos precedentes Xps .. 

+ .y Xpon, Para cualquiera z > l, depende solamente de los valo: 
res que toman 1 de los términos precedentes Xi, ..., Xp es 
decir, 


a = 
E fr (Lp | Zren «e Tra) MR 141,142 0 


(4.8.7) 


evidente quo la secuencia Xy, Xz, + + >> 
é i dientes con la 
esperan y la función correlativa KB, = pq, 
$a E aen lo 3.9.4). 

Ejemplo 4.8.3. La Secuencia aleatoria normalmente repartida (X,) con la 
función correlativa kz, = Dq!”-*l representa una cadena markoviana pia 


Observemos, para la demostración, que la magnitud aleatoria V, 
no depende de las magnitudes aleatorias Xp-r, Xr-z, + oi PACA 
quiera s< r 


M (VIX =M MXN — oM [X7-1X2]=Dg""*—¿Dg'=1-*=0 (4.8.8) 


es decir, V, y X, no ostán correlacionadas para cualquiera s< r. Pero como 
la distribución conjunta de las magnitudes Y,, X, , « - -» X,, es normal, enton- 


ces, de lo demostrado en el $ 3.11, se deduce que la magnitud V, no dependo del 
conjunto de magnitudes X,,, + +» Xy, para cualesquiera sr, ~» «34 < P Por 
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consiguiente, la densidad condicional de probabilidad de la magnitud aleatoria 
V, con respecto a las magnitudes X,.s, - - -» Xp-n, para cualquier n, coincide 
con su densidad incondicional de probabilid: 


8 (Pr lis > es Xy) = 8 (P) (4.8.9) 


Para hallar la densidad condicional de probabilidad de la magnitud aleatoria. 
X, con respecto a X, Xr-n» Observemos que, al ser fijo el valor zp, 
de la magnitud Xps ud aleatoria X, representa la función lineal do 
la magnitud aleatoria Y: 

Xr = Vr + Ezp 5 (4.8.10) 


Por lo tanto, para hallar la densidad condicional de probabilidad buscada de la: 
magnitud X,, se puede aplicar la fórmula (3.3,12) deducida en el ejemplo 3,3.1. 
Entonces, teniendo en cuenta que en el caso dado y = zp, z = p, a = 1, b = 
= gps» obtendremos 


Hay Epas + + + Arm) = E (2r — 92r). (4.8.11) 


De aquí resulta directamente que la densidad condicional de probabilidad de 
la magnitud X, con respocto a Xi, - » -, Xren depende solamente del valor 
za de La magnitud X,- y no depende de los valores de las magnitudes X, -+ 

X-n cualquiera que sea n. Esto es lo que demuestra que la Secuencia 
considerada representa una cadena markoviana simple. 

Le dejamos ul lector que por si mismo termine el ejemplo y obtenga la ex- 
presión definitiva de la densidad condicional de probabilidad normal de la 
magnitud aleatoria X, con respecto a Xp- 


La cadena markoviana simple se llama frecuentemente proceso 
aleatorio markoviano con tiempo discreto. Tal proceso aleatorio se 
caracteriza completamente por la densidad bidimensional de pro- 
babilidad, es decir, por la densidad conjunta de probabilidad de dos 
cnalesquiera de sus términos. En efecto, conociendo la densidad 
bidimensional de probabilidad de un proceso aleatorio, se puede 
hallar, por la fórmula (4.1.1), su densidad unidimensional de pro- 
babilidad y la densidad condicional de probabilidad f (z,|x,_,) de 
cualquier término de la secuencia con respecto al precedente, lama- 
da densidad de probabilidad del paso del proceso aleatorio markoviano: 


$ (Erl 271) 


„ht: 
fi (2; 


10__ FA E7 


C MEN (4.8.12) 
z.) dze 


Luego, la densidad conjunta de probabilidad de cualquier número- 
de términos de la secuencia se determina por la fórmula 


Fara (Erens -© or Erots 2r) = fa (Eron) Í (Eroni | 22) > 
$ (a, 12ra). (4.8.43) 
La noción de proceso aleatorio markoviano se puede extender 
también a las funciones aleatorias de un argumento escalar conti- 


nuamente variable. Precisamente la función aleatoria de argumento 
escalar X (f) es la que se denomina proceso aleatorio markoviano 
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siempre que sus valores, cualesquiera que sean los valores 


u< t<... < fn del argumento £, formen una cadena markovia- 
na simple. 


Ejemplo 4.8.4. La función aleatoria normalmente repartida con la función 
correlativa Ky (t, €) =DeTS1EF1 representa un proceso aleatorio marko- 
viano. Hemos domostrado anteriormente, en el ejemplo 4.8.3, que los valoros 
Je esta función aleatoria, para cualesquiera valores equidistantás del argumento, 
forman una cadena markovianu simple. De un modo absolutamente análogo se 
demuestra que, cualesquiera que sean los valores, arbitrariamente elegidos, del 
argumento t< te <... < ta» los valores correspondientes de la función 
aleatoria X (4), «+=, A (fp) forman una cudona markoyiana simple. 


CAPITULO 5 


Funciones aleatorias estacionarias 


$ 5.1. Definición y propiedades principales 
de las funciones aleatorias estacionarias 


Generalmente se llaman estacionarios a tales procesos y objetos 
cuyas características determinadas no dependen del tiempo de obser- 
vación, es decir, no cambian al decalar arbitrariamente el tiempo 
(son invariantes con respecto a cualesquiera decalajes del tiempo). 
De acuerdo con lo dicho, se denomina estacionaria a una función 
aleatoria X (t) si las determinadas características probabilísticas 
de la función aleatoria X (t + A), cualquiera que sea A, coinciden 
idénticamente con las características correspondientes de la X (t). 

Es evidente que la esperanza matemática y la dispersión de la 
función aleatoria estacionaria son constantes y su función correla- 
tiva depende solamente de la diferencia de los argmuntos 1 — t. 
En efecto, según la definición general de la estacionaridad, la espe- 
ranza matemática y la función correlativa de la función aleatoria 
estacionaria X (1) satisfacen las condiciones 


m, (0) =m; (t + A), (5.1.4) 
Ka (t, t) =K a(t + A, t + A) 6.4.2) 
cualquiera que sea A. Poniendo en (5.1.1) A 1, obtendremos 
ma (f) =m, (0) = const. (5.1.3) 

Poniendo en (5.1.2) A =—+*', obtendremos 
Ka (t, 1')= Ka (t — €, 0). (5.1.4) 


La dispersión de la función aleatoria X (t) es igual al valor de su 
función correlativa cuando £' = t. Por eso, de (5.1.4) se deduce que 


Dy(t) =Kz (t, t) =Kz (0, 0) = D, (0) = const. (5.4.5) 
Desiguando la función de una variable t — £? en el segundo 
miembro de la igualdad (5.1.4) por kų (t— t), podemos escribir 
Ky (t, t) = ky (t — t) = ky (0), + —ť. (5.4.6) 

Ahora bien, si la función aleatoria X (f) es estacionaria, enton- 


ces, dondequiera que elijamos un intervalo t de longitud dada en el 
eje de Ja variable independiente £, los valores de la función aleato- 
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ria X (t) tienen en los extremos de este intervalo un mismo momento 
de correlación ky (t). 

Para todos los problemas prácticos en los que se trata sólo con 
momentos de los dos primeros órdenes (esperanzas matemáticas 
y funciones correlativas), basta la constancia de la esperanza mate- 
mática y la dependencia de la función de correlación sólo de la dife- 
rencia de los argumentos para considerar estacionaria a una función 
aleatoria. Por eso, las funciones aleatorias cuyas esperanzas mate- 
máticas son constantes y las funciones correlativas dependen sólo 
de la diferencia de los argumentos se Jlaman estacionarias en el 
sentido amplio. En aquellos casos en que se trata de otras caracterís 
ticas de la función aleatoria, la estacionaridad en el amplio sentido 
no es suficiente. Es necesario exigir que todas las características 
de la función aleatoria que nos interesan sean invariantes con respecto 
a los decalajes arbitrarios a lo largo del eje de la variable indepen- 
diente para que se pueda considerar estacionaria dicha magnitud. 
Así pues, en los problemas prácticos tenemos que encontrarnos con 
diferente «grado de estacionaridad» de las funciones aleatorias e 
dependencia de cuáles son las características probabilísticas que nos 
interesan. Las funciones aleatorias pueden ser estacionarias «en 
mayor o menor grado». La estacionaridad en el sentido amplio repre- 
senta el tipo más simple de estacionaridad. La exigencia de estacio- 
naridad en el sentido amplio impone a una función aleatoria las 
mínimas limitaciones. Otro caso extremo representa la estacionari- 
dad completa o la estacionaridad en el sentido estricto cuando todas 
las características probabilísticas de la función aleatoria, sin exclu- 
sión ninguna, son invariantes con respecto a los decalajes arbitra- 
rios por el eje de la variable independiente. La función aleator: 
X (1) se denomina estacionaria en el sentido estricto, si todas las 
leyes de distribución de todos los órdenes posibles de la función 
aleatoria X (£-+ A), cualquiera que sea A, coinciden idéntica- 
mente con las correspondientes leyes de distribución de la función 
aleatoria X (0). 

A continuación, al hablar de las funciones aleatorias 
estacionarias, siempre tendremos en cuenta sólo las funciones alea- 
torias estacionarias en el sentido amplio. Por eso, para abreviar, 
llamaremos estacionarias a tales funciones aleatorias sin señalar que 
la estacionaridad se entiende siempre en el sentido amplio. 

Según la definición dada, la función aleatoria con esperanza 
matemática variable es no estacionaria incluso si la función corre- 
lativa de la misma depende sólo de la diferencia de los argumentos. 
Sin embargo, tal no estacionaridad es, evidentemente, no esencial, 
puesto que la función aleatoria centrada X° (t) = X (t) — my (0) 
es estacionaria siempre que la función correlativa de la función 
aleatoria X (£) dependa sólo de la diferencia de los argu- 
mentos. 
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Como la función correlativa de cualquier función aleatoria es 
simétrica, es decir, no cambia de valor al permutar los valores de los, 
argumentos, entonces la función correlativa de una función aleatoria 
estacionaria satisface la condición 


ke — 1) = ktt) 
o bien 


kz (—7) = ks (1). (5.1.7) 


Así pues, la función correlativa de una función aleatoria estacionaria 
es función par de la diferencia de los argumentos. 

La desigualdad (4.3.2) a que satisface la función correlativa de 
cualquier función aleatoria toma, en caso de una función aleatoria 
estacionaria X (£), la forma 


1ks (1) [<< kx (0) =D (5.1.8) 


Así pues, la función correlativa de una función aleatoria estaciona- 
ria, cualquiera que sea t, no puede ser, en magnitud absoluta, mayor 
que su valor correspondiente al origen de coordenadas, 


Ejemplo 5.1.1. En los ejomplos 4.2.3, 4.2.6 y 4.2.7 dados en el capítulo 
anterior nos encontramos con la función correlativa, dependiento sólo de la 
diferencia de los argumentos, de la forma 


ka (=D, mt. 


La función aleatoria que tiene la esperanza matemática constante y tal función 
correlativa es estacionaria (en ol sontido amplio). 

Ejemplo 5.1.2. La función aleatoria examinada en el ejemplo 4.2.1 es 
estacionaria solamente en el caso cuando las dispersionos de las magnitudes 
aleatorias U y Z son iguales. En ol caso general de diferentes dispersiones de las 
maguitudos aleatorias U y Z esta función aleatoria no os estacionaria. Ahora 
bien, la oscilación armónica de cierta frecue: con ampli 
ropresenta en el caso general una función aleatoria no estacionaria y sólo un el 
caso particular de ser iguales las disporsiones de los coeficientes aleatorios adjun- 
tos al seno y ol coseno, es una función aleatoria estacionaria, 

Ejemplo 5.1-3, La función aleatoria representada en el ejomplo 4.2.3 es 
estacionaria cualquiera que sea la densidad de probabilidud do la frecuencia 
aleatoria de oscilaciones f (6) puesto que su esperanza matemática es idéntica- 
mento igual a cero, mientras quo Ja función correlativa, determinada por la 
fórmula (4.2.21), depende sólo de la diferencia de los argumentos. 

Ejemplo 5.1.4. $ 


ma()=ap0l, Kg (t, 1)=De 24, 


ud y fase aloatorias, 


entonces la función aleatoria X (1) es no estacionaria. No obstante, esta no esta- 
cionaridad no es esencial, puesto que la correspondiente función aleatoria 
centrada X%(t) es estacionaria. 


En las aplicaciones tenemos que encontrarnos frecuentemente 
con la función correlativa exponencial 


kx (1) = Dze-a hi, 


9) 
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Otro tipo bastante frecuente de función correlativa de un proceso 
aleatorio estacionario es la función de la forma 


ky (1) = Deco M cos opt (5.1.10) 


o una función más general de la forma 
kz (1) = Dyer! (cos wot + ysen wo |T l).  (5.1.11) 


En la fig. 5.1.1 se muestra el gráfico de una función correlativa 
exponencial (5.1.9). En la fig. 5.1.2 se representa el gráfico de la 


función correlativa exponencial de coseno (5.1.10). Vemos que 


ko wuj 


Dram Pye essays 


Fig. 5.4.2. 


ambas funciones tienen en el origen de coordenadas un punto angular 
en el que la derivada de la función correlativa tieno discontinuidad 
de primer género. Para la aproximación de las funciones correlativas 
con la derivada continua, se puede 

peo aplicar la expresión (5.1.11), eligiendo 

en ésta el cocficiente y de modo que 

la derivada de dicha función correla- 

tiva sea igual a cero cuando t= 0 


7 T (el lector puede por sí mismo com- 
yen), probar que esto se alcanza cuando 
a y = alwo). En la fig. 5.1.3 so muestra 
ERP ol gráfico de tal función correlativa. 


Observemos que la función que tiene 
la forma de (5.1.11) puede ser correlativa sólo en aquel caso cuando 
į y | < a/wo puesto que para | y | > a/o la condición (5.1.8) no 
se satisface. 

BA continuación veremos que cualquier función correlativa de la 
función aleatoria estacionaria puede ser aproximada, con un grado 
cualquiera de precisión, por la combinación lineal de las funciones 
de la forma (5.1.9), (5.1.10) y (5.1.11). 

- Laslórmulas generales dadas en el $ 4.6 para las esperanzas 
matemáticas y las funciones correlativas de las derivadas de una 
función aleatoria son aplicables también para las funciones aleatorias 
estacionarias. Valiéndonos de las fórmulas (4.6.2) y (4.6.3), hallamos 
la esperanza matemática y la función correlativa de la primera deri- 
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vada Y, (t) = X’ (0) de la función aleatoria estacionaria X (t): 
my, (9) =0, Ka (e LEO — 4 (0). 


De aquí se ve que la derivada de una función aleatoria estacionaria 
también es estacionaria. De un modo análogo hallamos por las 
fórmulas (4.6.6) y (4.6.7) la esperanza matemática y la función 
correlativa de la derivada del orden p de la función aleatoria esta- 
cionaria X (t): 


=(—1) KEP (0). 


Ahora bien, todas las derivadas de una función aleatoria estacionaria 
son funciones aleatorias estacionarias con esperanzas matemáticas 
iguales a cero; en este caso, las funciones 

correlativas de las derivadas se determi- 10 wi 

nan por la fórmula 


kup (= (PEPA (p51, 2...) 
6.1.42) 


Dos funciones aleatorias del mismo 
argumento X (t), Y (t) se llaman estacionariamente ligadas, si su 
función correlativa recíproca es función de la diferencia do los argu- 
mentos: 


Fig. 5.1.4. 


Kay (f, t) = kay (0) t=t— t. (5.1.13) 


De la propiedad (4.4.3) de una función corrolativa recíproca se 
deduce que dos funciones correlativas recíprocas de dos funciones 
aleatorias estacionariamente ligadas X (f) y Y (f), tomadas en dife- 
rentes órdenes, están enlazadas por la correlación 


kyy (1) = kys (—0). (5.4.14) 


Gráficamente esto significa que la curva kys (T) es la reflexión espe- 

cular de la curva ksy (1) con respecto al eje do ordenadas (fig. 5.1.4). 
La desigualdad (4.4.5) para las funciones aleatorias X (0 y Y (1) 

estacionarias y estacionariamente ligadas toma la forma 


[xy (01 < V kz (0) ky (0) = V DDr- (5.1.15) 


Las fórmulas (4.2.10) y (4.4.6) que determinan las funciones 
correlativas normadas toman, para las funciones aleatorias estacio- 
narias y estacionariamente ligadas, respectivamente la forma 

ke , 
ra(v) E, (5.1.16) 

==> 20—. 5.1.17, 

ra= 0- qua 


198 Cap. 5 Funciones aleatorias estacionarias 


Ejemplo 5.1.5. Examinemos las funcionos aleatorias 
X (1) = Z cos wet + Y sen oot- 
Y (1) = —Z sen œt + U cos wat, 
donde Z y U son magnitudes aleatorias no correlacionadas con esperanzas ma- 


temáticas iguales a cero y dispersiones iguales a D. Es evidente que las funciones 
correlativas de estas funciones aleatorias se oxpresan por la fórmnla 


ky (T) = ky (1) = D cos wot, 


que se deduce la mismo que en el ejemplo 4.2.1. La función correlativa recipro- 
ca de las funciones aleatorias X (1) y Y (0, en virtud de (3.9.8), se determina 
por la fórmula 

Kay (1, 1) = —D cos wet sen wat! + D sen wet cos wet! = D sen oo (t — 1). 
Así pues, Jus funciones aleatorias X (0 y Y (0) son estacionariamente ligadas. 
. Examinemos ahora las funciones aleatorias 


Z cos ost + U sen ot, Y (f) = Z cos oot + V sen wot 


dondo Z, U, Y son magnitudes aleatorias no correlacionadas con esperanzas 
matemáticas iguales a cero y las mismas dispersiones iguales a D. En virtud do 
los resultados del ejemplo 4.2.1, ambas funciones aleatorias son estacionarias 
puesto quo 


Ky (t, t) = Ky (t, 1) = D cos o (t — 1). 
embargo, éstas no son ligadas estacionariamente debido a que su función 
correlativa recíproca 
Kyy la t) = M IX (1) Y (0)1 = D cos wt cos ot 
no es función de la diferencia t — t. 


Aplicando la fórmula (4.6.8), se puede determinar las funciones 
correlativas recíprocas de las derivadas de diferentes órdenes de una 
función aleatoria estacionaria X (t): 


n — PK (t, t’) if 
Kop e 1) —1J gH (a). 


Así pues, las derivadas de una función aleatoria estacionaria son 
funciones aleatorias estacionarias y estacionariamente ligadas y sus 
funciones correlativas recíprocas se determinan por la fórmula 


Kg (MEA RD (O) (p, q=0, 4,2, ...). (5-41.18) 


En particular, la función correlativa recíproca do una función alea- 
toria ostacionaria X (f) y de su primera derivada se determina por 
la fórmula 


key (1) = Ki)» (5.1.19) 


Si la función correlativa ky (1) de la función aleatoria estaciona- 
ria X (t) tiene continua la primera derivada, entonces kz (0) = 0 
ya que, según (5.1.8), k. (1) tiene el máximo cuando t = Q. Si la 
primera derivada de la función correlativa es discontinua en el punto 
+ =0 como, por ejemplo, en los casos (5.1.9) y (5.1.10), entonces, 
debido a la paridad de la función correlativa (5.1.7), su derivada 


Š 
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izquierda en el punto v = 0 es igual en valor absoluto y contraria 
en signo a la derivada derecha. Como resultado, en este caso también 
se puede considerar que ks (0) =0. De este modo, para cualquier 
función aleatoria estacionaria 


kry, (0) = — ks (0) =0. (5.1.20) 


Esto quiere decir que cualquier función aleatoria estacionaria y el 
valor de su primera derivada en el mismo punto no están correlacio- 
nados. 

Si la función aleatoria estacionaria está repartida normalmente, 
su valor, cualquiera que sea el valor del argumento, y el de su pri- 
mera derivada, para el mismo valor del argumento, son independien- 
tes. Claro está, que de lo dicho no se puede deducir de ningún modo 
que la función aleatoria estacionaria y su primera derivada están, 
on gencral, no correlacionadas. Como la derivada de la función 
correlativa siempre es distinta del cero idéntico, la magnitud alento- 
ria estacionaria y su primera derivada siempre están corcelaciona- 
das *. 


$ 5.2. Estructura de una función aleatoria estacionaria 


Examinemos todas las funciones aleatorias que se pueden com- 
poner de las sinusoides de diforentes frecuencias con amplitudes 
y fases aleatorias. Tales funciones aleatorias se expresan por Ja 
fórmula 


X (0) =m++ Y) (Uysen w,£-+Z,c0s ot), (5.2.4) 

“a 
donde 01, . .., W son las frecuencias elegidas arbitrariamente, 
m, es la esperanza matemática constante y Us, . . .» Uns Zi, ++ +» Zn 


son las magnitudes aleatorias cuyas esperanzas matemáticas son 
iguales a coro. Vamos a limitarnos al caso en quelas magnitudes 
aleatorias Us...» Uns Zas +. s» Zn no están correlacionadas 
y tienen por parejas dispersiones iguales D [Uy] = D [Z,] = Dy. 
En este caso tienen lugar las igualdades 


MUl = M iZ, =0, DIU, = DIZ,| =D,. 
Jeza 


M [UU] =MIZ,Z)=0 si pv, 
M1(U,Z,] = 0 para cualesquiera v, p. 


La función aleatoria X° (t) = X (t) — m, determinada por la 
fórmula (5.2.1) representa en este caso la suma de las funciones 


*) Como excepción se puede citar solamente un caso absolutamente no 
interesante para los fines prácticos referente a la magnitud aleatoria estacionaria 
todas Jas realizaciones de la cual son constantes. Tal función aleatoria representa 
una magnitud aleatoria corriente y de hecho no es una función aleatoria. 
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aleatorias no correlacionadas de la forma 
X, (i) = U, sen w, t + Z, cos oy t (v = 1, 2, . . . , n). (5.2.3) 
iente, conforme a los resultados obtenidos en el 
n correlativa de la función aleatoria X (f) es igual 
a la suma de las funciones aleatorias correlativas X, (1). Para calcu- 
Jar la función correlativa de la función aleatoria X, (1), sustituyamos 

en (5.2.3) £ por t: 
X, (0) = U, sen w, t + Z, cos 0y(. (5.2.4) 


Entonces, la función correlativa de la función aleatoria X, (t) repre- 
sentará el momento de correlación de dos funciones lineales (5.2.3) 
y (5.2.5) de las magnitudes aleatorias no correlacionadas Uy y Zy 
para cuyo cálculo se puede aplicar la fórmula (3.9.8). Como resulta- 
do obtendremos 


Kz, (L. t) = Dy sen ost sen wst + Dy cos 0! cos oyt’ 
= Dy coso (t—t'). (5.2.5) 


Esta fórmula muestra que todas las funciones aleatorias X, (1) son 
estacionarias. Sumando las expresiones (5.2.5) correspondientes a to- 
dos los valores v de 1 hasta n, hallaremos la función correlativa 
de la función aleatoria X (t) que también dependerá solamente de la 
diferencia de los argumentos t = t — t'. Por lo tanto, la función 
aleatoria X (t) determinada por la fórmula (5.2.1) es estacionaria 
y su función correlativa se expresa por la fórmula 

ks(1)= X Dycoswyt (5.2.6) 

i 


Este resultado es válido para cualquiera n incluso para n == o* 
Así pues, todas las funciones aleatorias que se pueden componer de 
las sinusoides no correlacionadas de diferentes frecuencias, con 
magnitudes y fases aleatorias, son funciones aleatorias estacionarias 
siempre que se cumplan las condiciones (5.2.2) *). El conjunto de 
frecuencias O1, W%, . . ., On representa el espectro de frecuencias de 
la función aleatoria examinada. 

Hasta ahora no hemos impuesto ningunas restricciones referentes 
a la frecuencia ù, en la expresión (5.2.1). Estas últimas podrían ser 
completamente arbitrarias. Ahora examinemos un caso particular 
concerniente al conjunto infinito de frecuencias equidistantes 


a=F(0=1,2,...), Ao=04—0:= 3, (5.2.7) 


p 3 Dejamos al lector que por sí mismo se cerciore de que si las condiciones 


no se cumplen, la función aleatoria X (1) determinada por la fórmu- 
4) no puede ser estacionario. 
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S 


donde 7' es un número positivo arbitrario. En este caso la función 
correlativa, determinada por la fórmula (5.2.6), será una función 
periódica con período 27 y la fórmula (5.2.6) determinará su descom- 
posición en la serie de Fourier. Los coeficientes de esta serie se deter- 
minan por la fórmula conocida en la teoría de series de Fourier 

+r 

D =F fi kx(r)cosoytdr (v=1, 2, ...). 

ir 
Pero sabemos que la función correlativa de una función aleatoria 
estacionaria es una función par. Por consiguiente, en la fórmula obte- 
nida la función subintegral es par y la fórmula puede ser escrita 


en la forma 
T 


D=% ji ka(i)cosoytdt (v=1, 2...) 


.8) 


De la fórmula (5.2.6) se deriva que para n = o la dispersión 
de la función aleatoria X (t) se determina por la fórmula 


Desk (0)= Š Ds. (5.2.9) 


De aquí se deduce que si deseamos obtener una función aleatoria 
estacionaria con dispersión finita, debemos escoger tales magnitudes 
aleatorias U, y Z, que la serie (5.2.9) compuesta de las dispersiones 
sea convergente. 

Todo lo expuesto es aplicable a cualquier intervalo Aw entro Jas 
frecuencias vecinas en la fórmula (5.2.1) o, lo que es lo mismo, a cual- 
quier valor de 7' en la fórmula (5.2.7). Por eso todos los resultados 
obtenidos pueden hacerse extensivos también a las sumas de suman- 
dos infinitesimales. Para pasar a este caso, ponemos que *) 


U, = Ur (o,) Ao, Z,y=Zr(0y)d0 (y=1,2,...). (5.2.10) 


Entonces la fórmula (5.2.1), para n = 00, tomará la forma 


X(t) = m+ 5 lUr (0x) sen ost + Zr (0,) cos oyt] Ao. (5.2.11) 
Luego ponemos D, = s$ (@„) Aw, donde 


z 
SE |k cosogde pp 2...) G 
fj 


12) 


"adi disminuir. Ao, el número de sumandos en (5.2.1) en cuslquior inter- 
valo dado de frecuencias (w', w”) crece invorsamonte proporcional a Aw. Para 
que en este caso la componente de la función aleatoria, que cae en este intervalo 
de frecuencias, no aumente infinitamente, es necesario que cada Sumando en 
(5.2.1) sea una magnitud infinitamente pequeña de orden Aw. Por eso conviene 
separar el multiplicador Aw de Uy y Z, en forma explícita. 
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Entonces la fórmula (5.2.6) tomará la forma 


kx(1)= Y) sE (0,) cos 0,1 Ao. (5.2.13) 


A 


La fórmula (5.2.9) para la dispersión de la función aleatoria X (t) 
tomará la forma 


Dx 


ke (0)= Y 5 (0,80. 6.2.14) 
es 


En las fórmulas (5.2.14), (5.2.13) y (5.2.14) se muestra con evi- 
dencia que si queremos obtener una función aleatoria estacionaria 
con dispersión finita, entonces, aumentando el número de sumandos 
en la fórmula (5.2.11), debemos disminuir proporcionalmente estos 
sumandos. Con otras palabras, aumentando el número de frecuencias 
en el intervalo dado, debemos disminuir proporcionalmente las 
dispersiones de las sinusoides separadas para que la suma de las 
dispersiones de todas las sinusoides en el intervalo dado de frecuen- 
cias quede finita. 

Las magnitudes Ur (o,) y Zr (oy) en la fórmula (5.2.11) se pue- 
den considerar como los valores de las funciones aleatorias del argu- 
mento discreto que toma solamente los valores 1, Oz, . . . Análoga- 
mente la magnitud sí (w,), que se determina por la fórmula (5,2.12), 
se puede considerar como función del argumento discreto que toma 
los valores w1, Oz, » . En virtud de las fórmulas (5.2.10) y (5.2.2), 
las funciones aleatorias Ur (0,) y Zr (0,) no están correlacionadus 
y, además, los valores do cada una de ellas, al tomar el argumento 
diferentes valores, no están correlacionados: 


M lUr (0,) Zr (Ou) = 0 para todos los valores de 
Oy, Wps 


M 107 (0,) Ur (0,)l = M [Zel os) Zr (01)1 = 0 (5.2.45) 
para Op Oy 


Para hallar las dispersiones de las funciones aleatorias Ur (0y) 
y Zr (0), observemos que en virtud de las fórmulas (5.2.10) 
y (5.2.6) las fórmulas (5.2.2) para las dispersiones de las magnitudes 
aleatorias U, y Z, se pueden escribir en la forma 


DIU; (0,) Aoi = D [Zr (0) Ao] =5 (0,) Ao (v=1, 2, ...). (5.2.16) 
Pero en virtud de la fórmula (3.9.1) 

D U; (0,) Al = D [07 (0,)] (40), 

D IZ; (0,) Aol = D [Z7 (o,)1 (80). 
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Sustituyendo estas expresiones en (5.2.16) y efectuando las reduccio- 
nes, obtendremos 
(0) 
DIU (o)1=DIZr(0)I=32 (v=1,2 
Para el ulterior estudio de las propiedades de las funciones aleatorias 
Ur (0,) y Zr (0,) observemos que en virtud de (5.2.15) y (5.2.17) 


) (5.217) 


A M (Ur (0) Ur (0,)140=M (U+(o,)] Ao= 
=D Ur (0) A0 =F (0) (v=1, 2, 


(5.2.18) 
Pero 


M Ur (0) Ur (0,))=Ko, (04 0) (v, 4=1, 2,- (5.249) 


represonta la función correlativa de la función aleatoria Ur (0,). 
Por lo tanto, la fórmula (5.2.18) se puede escribir en la forma 


A Ku, (Ov 01) A0=5 (0) (v=, 2, ...). (5.2.20) 


La misma fórmula tiene lugar para la función correlativa de la 
función aleatoria Zr (Oy). 

Ahora tenemos todo lo necesario para pasar a examinar el caso 
referente a la suma de sinusoides con amplitudes aleatorias infinite- 
simales de todas las frecuencias posibles repartidas continuamente 
en la parto positiva del eje numérico. Sustituyamos en la fórmula 
(5.2.11) las magnitudes aleatorias Uy = Ur (0,) Aw, Z, = 
= Zy(0,) Ao por las magnitudos aleatorias infinitesimales 
U (v) do, Z (w) do. Sustituyamos correspondientemente la suma 
por la integral. De este modo determinaremos la función aleatoria 
estacionaria de la forma 


X (=m + f [U (w) sen ot-+ Z (0) cos ot] de. (5.2.24) 


En virtud de la última fórmula (5.2.7) la sustitución de la magnitud 
Ao por la infinitesimal do corresponde al paso a la magnitud infini- 
tamente grande T. Por eso la función s% (w) determinada por la 
fórmula (5.2.12) se sustituirá por la función 


Silo)=2 j ka (1) cos or dt. (5.2.22) 


Con ello, las dispersiones de las magnitudes aleatorias infinitesimales 
U (w) de y Z (o) do, en virtud de la fórmula (5.2.17), serán iguales 
a sıx (0) de. 
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Sustituyendo en la fórmula (5.2.13) las dispersiones sx (0,) Aw 
de las magnitudes aleatorias Uz (0) Ao, Zr (0,) Av por las dis- 
persiones infinitesimales sıx (©) do de las magnitudes aleatorias 
U (o) do, Z (w) dw, obtendremos la fórmula siguiente para la fun- 
ción correlativa de la función aleatoria X (*) que se determina por la 
fórmula (5.2.21): 


ky (1) = | six (60) cos wr do. (5.2.23) 


La sustitución análoga en la fórmula (5.2.14) da la siguiente expre- 
sión de la dispersión de la función aleatoria X (t): 


Dy = ky (0) = $ sıx (0) de. 


ù 


Esta fórmula se obtiene también de (5.2.23) cuando t = 0. 

Si en vez de todas las frecuencias posibles tomamos solamente 
todas las frecuencias del intervalo dado (w,, 0»), obtendremos la 
función aleatoria estacionaria 


Xon a(d = f [U (0) son ot +Z (0) cosot]do, (5.2.25) 
à 


cuya dispersión se determinará por la fórmula 
o 
DIXo, 0 (0) = j sıx (0) do. (5.2.26) 


Si en la fórmula (5.2.21) se divide todo el intervalo de frecuencias 
(0, 00) en subintervalos, la función aleatoria X (t) se expresará como 
Ja suma de funciones aleatorias no correlacionadas de la forma (5.2.25). 
Como era de esperar, la dispersión de la función aleatoria X (1) se 
expresará como la suma de dispersiones de los sumandos iguales 
a las integrales de la forma (5.2.26) extendidas a los subintervalos 
correspondientes de frecuencias. 

De la fórmula (5.2.24) y de las observaciones anteriores se deduce 
que la función sy, (w) caracteriza la distribución de la dispersión de 
la función aleatoria X (2) por las frecuencias. En virtud de la fórmula 
(5.2.46) la magnitud Dy = s7 (0,) Av representa la dispersión de 
un armónico de la frecuencia ©, que forma parte do la función aloa- 
toria examinada de la forma (5.2.11). Por eso la magnitud ss» (©) de 
es la dispersión infinitesimal de un armónico de la frecuencia dada w 
que forma parte de la función aleatoria (5.2.21). Si separamos ahora 
de la función aleatoria X (£) el sumando correspondiente a un inter- 
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valo pequeño de frecuencias (o, + + Aw), la dispersión de este su- 
mando se determinará por la fórmula (5.2.26) cuando o, = 0, 
o, = o + 40: 


otav 
DiXo,urso()l= | sis (0) do. 


Suponiendo que la función sı (6) es continua en el punto œ y apli- 
cando el teorema del valor medio, obtendremos 


D \Xo, o+ao (1)) = Sis (0') A0, 


donde w’ es cierto valor de la frecuencia comprendido entre œ 
y o + Ao. Porzconsiguiente, al pasar al límite para Aw -> O la 
magnitud w’ tiende a œ y obtendremos que 
ie DIE», eias 
(0) = lim o ets 
Six (0) na er 

De aquí está claro que la función sız (w) caracteriza la densidad con 
que las dispersiones de armónicos separados de la función aleatoria 
(5.2.21) van repartidas por el espectro de frecuencias. 

En virtud de las propiedados estudiadas de la función sy, (w) esta 
función se llama densidad espectral de la función aleatoria estaciona- 
ria X (1). La integral de la densidad espectral 

e 


Si (0) = $ Sw (H) dp (5.2.27) 


se denomina función espectral de la función aleatoria estacionaria 
X (t). Es evidente que Ja densidad espectral es la derivada de la 


función espectral 
Six (0) = Six (0). (5.2.28) 


Sustiluyendo en la fórmula (5.2.27) la expresión (5.2.22) de la densi- 
dad espectral, cambiando el orden de integración y cumpliendo la 
integración con respecto a p, obtendremos la siguiente expresión 
de la función espectral de la función aleatoria estacionaria X (£) 
a través de su función correlativa: 


f ke (1) 22 dr. (5.2.29) 


Si (0)= 


E 


Comparando la fórmula (5.2.27) con la (5.2.26), vemos que la 
función espectral representa la dispersión sumaria de los armónicos 
de todas las frecuencias de O a œ que forman parte de la función 
aleatoria X (0. 

La fórmula (5.2.21) expresa la función aleatoria estacionaria 
X (i) del tipo examinado a través de otras dos funciones aleatorios 
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U (0) y Z (o) cuyo argumento es la frecuencia w. Estudiemos las 
propiedades de estas funciones aleatorias partiendo de las propiedades 
ya estudiadas de las funciones aleatorias Ur (y) y Zr (0,). De 
(5.2.15) está claro que las funciones aleatorias Ù (w) y Z (o) no 
están correlacionadas, Además, de (5.2.15) se ve que los valores de 
cada una de las funciones aleatorias U (0) y Z (o) para cualesquiera 
valores, tan próximos como se quiera poro diferentes, del argumento w 
están no correlacionados. Las dispersiones de las funciones aleatorias 
U (©) y Z (0), en virtud de la fórmula (5.2.17), son infinitas. Ahora 
bien, 
K (0,0) =M (U(o) U(o')]=0 si +0, K, (0,0) =D[U(u)]=00. 
(5.2.80) 
Las igualdades análogas son válidas para la función correlativa de 
la función aleatoria Z (®). Por fin, la fórmula (5.2.20), al pasar al 
espectro continuo de frecuencias, toma la forma 


| Ku (0, 0") du = si (0). (5.2.31) 
ò 


De las igualdades (5.2.30) y (5.2.31) se ve que la función correlativa 
de la función aleatoria U (t9), que se examina como función w” para 
cualquier valor fijo de w, representa una función delta impulsiva con 
el coeficiente Sıx (©). Tal deducción es válida también con respecto 
a la función correlativa de la función aleatoria Z (60). Así pues, las 
funciones correlativas de las funciones aleatorias U (o) y Z (0) se 
determinan por la fórmula 


Ku (w, 0) = K,(0, 0) = siz (0) 5 (0 — w) (5.2.32) 


A primora vista parece que las funciones correlativas de las funciones 
aleatorias U (w) y Z (o), determinadas por la fórmula (5.2.32), 
no satisfacen la condición de simetría, obligatoria para cualquier 
función correlativa. Sin embargo, esto solamente parece. En efecto, 
como la función delta es igual a cero para cualquier œ’ + œ, no 
importa absolutamente a qué sea igual el multiplicador adjunto a la 
función delta cuando œ’ + œ. Lo que importa es que para 0" = 0 
ésto sea igual a sız (w). Por eso la fórmula (5.2.32) se puede escribir 
en la forma 


Ku (o, 0)=K,(0, 0) =V Sie (0) sx (0) 5 (wa). (5.2.33) 


Para cualquier o’ + o la última expresión de esta fórmula es igual 
a cero, lo mismo que en la fórmula (5.2.32). Cuando w' = œ, el 
multiplicador adjunto a la función delta en la fórmula (5.2.33) lo 
mismo que en la fórmula (5.2.32), es igual a syy (6). 

Vemos que las funciones aleatorias Ù (a) y Z (w) de la frecuencia 
a disponen de una serie de propiedades particulares. Los valores de 
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cada una de ellas para cualesquiera, tan próximos como se quiera, 
valores del argumento w, œ’ no están correlacionados y sus dispersio- 
nes son infinitas. Esto quiere decir que las realizaciones de estas 
funciones aleatorias se comportan desordenadamente y puedencambiar 
tan fuertemente como se quiera al pasar de un valor del argumento 
a otro, aunque éste sea muy próximo al primero. Estas funciones 
aleatorias no son estacionarias, puesto que sus funciones correlati- 
vas, según muestra la fórmula (5.2.33), dependen no solamente de la 
diferencia de los argumentos, sino también de cada uno de los 
argumentos tomados por separado. No obstante, a pesar de estas 
particularidades, las funciones aleatorias U (w) y Z (e) son, en el 
caso general, considerablemente imples que la función aleato- 
ria estacionaria X (f) que se e: presa por medio de las funciones alea- 
torias U (w) y Z (w) por la fórmula (5.2.21). Esto explica la gran 
importancia práctica de las descomposiciones espectrales de las. 
funciones aleatorias estacionarias de la forma (5.2.21). 

Hasta ahora hemos supuesto que las magnitudes aleatorias 
U (o) de, Z (u) de do la fórmula (52.24) tienen dispersiones infini- 
tesimales six (w) de, es decir, que el espectro de frecuencias es con- 
tinuo. Sin embargo, es fácil ver que las fórmulas (5.2.24) y (5. 
abarcan también el caso anteriormente examinado del espectro dis- 
creto de frecuencias. En efecto, poniendo en (5.2.21) y (5.2.23) 


Uwe $ Ubwo) Z(o)= Y Zew), (52.34) 
yt vai 


si (0)= Y D8 (0—0), 


donde U, |. +++ Un Zus 7 p Za Son magnitudes aleatorias no co- 
rrelacionadas, siendo D [0,1 IZ,] = Dy, reduciremos la fór- 
mula (5.2.24) a la forma (5.2.1) y la fórmula (5.2.23) a la forma 
(5.2.6). Es fácil ver que la fórmula (5.2.22), que expresa la densidad 
ospectral a través de la función correlativa, es válida también en este 
caso. En electo, sustituyendo en la fórmula (5.2.22) la expresión 
(5.2.6) de la función correlativa, obtendremos 


2 
slo) =h $ 3 Decosoyecosordr= 
0 


=2 YD, AS ES cos o) er), 
, ù 


Pero 


$ f eosirdr=d 0). 
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(Véase la fórmula (2.2.24)]. Por lo tanto, 


si=(0)= Y D, 8 (0—0) +8 (0 + o)l 


Pero, como w >0, o, >O, entonces œ + Oy, cualquiera que sea 
el valor positivo de œ, no se convierte en cero y, por consiguiente, 
(o + o) =0 (v =4, ..., n) y obtenemos la fórmula (5.2.35) 
lo que demuestra la afirmación enunciada. Así pues, las fórmulas 
(5.2.22) y (5.2.23) son válidas también en el caso de un espectro 
discreto. 

En el caso general, cuando las funciones aleatorias U (o) y Z (w) 
representan las sumas de las funciones aleatorias U, (w) y Z, (w) del 
tipo anteriormente examinado y de las combinaciones lineales de las 
funciones delta con coeficientes aleatorios no correlacionados, la 
fórmula (5.2.21) determina la función aleatoria estacionaria con un 
espectro mixto, que es un espectro continuo con frecuencias aisladas, 
repartidas en él, a las cuales corresponden armónicos aislados con 
dispersiones finitas. La densidad espectral de tal función aleatoria 
contiene, en forma de sumando, una combinación lineal de funciones 
delta correspondientes a todas las frecuencias aisladas. 

Así, hemos estudiado una clase determinada de funciones aleato- 
rias estacionarias que tienen una estructura definida, es decir, todas 
las funciones aleatorias estacionarias que constan de oscilaciones 
armónicas de diferentes frecuencias con amplitudes y fases aleatorias. 
Todas las funciones aleatorias de este tipo se expresan por la fórmula 
(5.2.21) y para ellas son válidas las correlaciones (5.2.22) y (5.2.23) 
entro la función correlativa y la densidad espectral. Cabe preguntar: 
¿ existen o no otras funciones aleatorias estacionarias, no representa- 
blos por la descomposición espectral (5.2.21), para Jas cuales las fór- 
mulas (5.2.22) y (5.2.23) no son válidas? Resulta que no. Cualquier 
función aleatoria estacionaria es representable por Ja descomposición 
espectral (5.2:24). Para toda función aleatoria estacionaria que se 
puedé encontrar en los problemas prácticos existe la densidad espec- 
tral (que puede contener como sumando una combinación lineal de 
funciones delta), determinable por la fórmula (5.2.22), y su función 
correlativa se expresa mediante la densidad espectral por la fórmu- 
la (5.2.23). Nosotros demostraremos esto en el $ 6.6. 

La fórmula (5.2.23) fue obtenida por primera vez por N. Wiener 
para una clase limitada de procesos aleatorios estacionarios y un poco 
más tarde por A. Ya. Jinchin para cualesquiera procesos aleatorios 
estacionarios. Por eso las fórmulas (5.2.22) y (5.2.23) se llaman común ~- 
mente fórmulas de Wiener-Jinchin y el hecho de que la función co- 
rrelativa de cualquier función aleatoria estacionaria puede ser repre- 
gentada en la forma (5.2.23) denomina teorema de Wiener- 
Jinchin, 
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Si en la fórmula (5.2.24) 
U (w) = Uô (o — 9), Z (a) = Z5 (o — 9), 


donde U, Z son magnitudes aleatorias no correlacionadas con equi- 
valentes dispersiones iguales a D, y Q es una magnitud aleatoria 
independiente de U y Z, entonces la fórmula (5.2.21) toma la forma 


X (f) = my + U sen Qt + Z cos Qt. (5.2.36) 


Ahora bien, la fórmula (5.2.24) abarca, como un caso particular, 
también funciones aleatorias estacionarias que representan sinusoi- 
des de frecuencia aleatoria con amplitudes y fases aleatorias. En el 
ejemplo 4.2.3 se mostró que la función correlativa de una función 
aleatoria (5.2.36) se determina por la fórmula 


ks(1)=D f 1 (o) cosordo, (5.2.37) 


donde f (w) es la densidad de probabilidad de la magnitud aleatoria Q. 
Comparando la fórmula (5.2.37) con (5.2.23), vemos que la densidad 
espectral de la función aleatoria (5.2.36) es igual al producto de la 
dispersión de las funciones aleato: U y Z por la densidad de pro- 
babilidad de la frecuencia aleatoria Q: 


Sıx (0) = Df (o) (5.2.38) 


De la fórmula (5.2.38) se ve que para cualquier densidad espec- 
tral asignada sı» (%) se puede escoger tal densidad de probabilidad 
f (o) de la frecuencia aleatoria de oscilaciones Q que la función aleato- 
ria (5.2.36) tenga la densidad espectral sıx (w). En efecto, integrando 
la fórmula (5.2.38) con respecto a œ de0 a œ y teniendo en cuenta que 
1 (0) = 0 cuando © < 0, obtendremos 


fo do=D | f(0)do=D. (5.2.39) 


Al determinar de este modo D, hallaremos de la fórmula (5.2.38) 
f (0): 
OR O G 


$ sia (0) dw 
è 


40) 


Así pues, entre la infinidad de todas las funciones aleatorias estacio- 
narias posibles que tienen la densidad espectral dada $, (w) y dis- 
persión finita, siempre existen tales funciones aleatorias todas las 
realizaciones posibles de las cuales son siuusoides puras. Estas fun- 
ciones aleatorias se determinan por la fórmula (5.2.36) en la cual 
14—0098 
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la densidad de probabilidad de la magnitud aleatoria 2 se define 
por la fórmula (5.2.40). Además de estas funciones aleatorias, existo 
una infinidad de otras funciones aleatorias estacionarias, con la densi- 
dad espectral dada si, (w), cuyas realizaciones no son sinusoides, 
sino que representan las combinaciones lineales de una infinidad de 
sinusoides, Tales realizaciones pueden ser funciones continuas o pue- 
den tener también puntos de discontinuidad de primer género, como 
vimos en los ejemplos dados en el $ 4.2, 

Las fórmulas (5.2.22) y (5.2.23) muestran que la densidad espec- 
tral es una característica muy importante de la función aleatoria 
estacionaria. Conociendo la densidad espectral, se puede hallar por 
Ja fórmula (5.2.23) la función correlativa y, al contrario, conociendo 
la función correlativa, se puede determinar por la fórmula (5.2.22) 
la densidad espectral. Ahora bien, para la función aleatoria estacio- 
naria no importa absolutamente cuál es la característica que se asig- 
na: la función correlativa o la densidad espectral. Generalmente en 
las aplicaciones es más conveniente asignar la densidad espectral 
de una función aleatoria estacionaria. 


Ejemplo 5.2.1. Hallar la densidad espectral de una función aleatoria 
estacionaria con función correlativa exponencial 
ke (1) = Dett, (5.2.41) 
Por la fórmula (5.2.22) hallamos 
ns w= CAT cos ordt -#2 f eTtcosotdet (5.2.42) 
i 


La integral on esta fórmula se calcula fácilmente mediante la integral por partes. 
Toniendo en vista obtener fórmulas más generales necesarias para los ejemplos 
quo se dan a continuación, sustituyemos o por la magnitud p. Entonces ob- 
tendremos 


-ar 


aar "= eS 
fe cos par dr r i 


cos per p- y f Usen pr de 
E f E senprde, (5.243 


aT 


Volviendo a integrar por partes, obtendremos 

f 4 
-ar 

| osue 

5 


joo 2 F 
J eot sen pe |24 | eretoosprar= 
è 


a 
[costras 
è 
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Do aquí hallamos 


at -p f 7% cos ptdr 
y 
y 
E a 
f A osprdr=_ Eo. 6.2.44) 


Sustituyendo esta expresión en el primer miembro de la fórmula (5.2.43) y des- 
pejando la integral que ha quedado en la ecuación obtenida, tendremos 


j e~t son pr. er (6.245) 


ido p = w en la fórmula (5.2.42), 


Sustituyondo la expresión (5.2.44) 
alontoria que nos interesa: 


hallaremos la densidad espectral do la fu 
2D 
a (0)= 2 > (5.2.46) 


Por el contrario, considorando asignada la densidad espectral, podemos 
determinar, por la fórmula (5.2.23), la función correlativa: 


2Da cos WT 
a | arera 


Esta integral se puede calcular por la fórmula (23) dol suplemento. Como resul- 


tudo obtendremos la fórmula (5.2.41). 
Ejemplo 5.2.2. Hallar la densidad espectral do la función aleatoria esta- 
cionaria cuya función correlativa se determina por la fórmula 
ka (1) = De™ 2T] cos wt. (5.2.47) 
Sustituyondo esta expresión en la fórmula (5.2.22), hallamos 


satom P o oy ener 


-2 {fee too rar] os (ooo) rar) ý 


La primera de estas integrales se determina por la fórmula (5.2.44) siendo 
p = 0 — 0 y la segunda, por la misma fórmula (5 .44) siendo p = 0 + wo. 
Vor consiguiente, 


D L3 a 
mos Las Haro ] 
o bien 
Papo (5.2.48) 
14 
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El problema inverso referente a la determinación de la función correlativa, 
teniendo dada la densidad espectral, lo resolveremos para ol caso en cuestión 
en el párrafo siguiente. 

. Ejemplo 5.2.3. Hallar la densidad espectral de la función aleatoria osta- 
cionaria cuya función correlativa se determina por la fórmula 


ky (1) = De" * 5 (cos oyt+ y sen (up | 11). (5.2.49) 
Sustituyendo esta expresión en la fórmula (5.2.22), hallamos 


six (0) = 2 721% (cos yt y son o | T|) cost dr= 
b 


E as a 
i 


+1 [emma dy f etsen toota) tdr). 


Las integrales do esta fórmula se calculan fácilmente por las fórmulas (5.2.44) 
y (5.2.45). Como resultado obtendremos 


D a a 
tarot 


y (09—0) 1109-40) 
rol 


1.022 A o, paro (625) 


El probloma inverso referonte a la determinación de la función correlativa, 
teniendo dada la densidad espectral, lo resolveremos tambien para este caso 
en el párrafo siguiento. 

Puesto que la densidad espectral, por su sentido, no puedo ser negativa 

ara ningún valor de w, la fórmula (5.2.50) tiene sentido Solamente cuando 

ln L< a/o, lo que antes fue mostrado por otra vía. 

E] lo 5.2.4. Hallar la función correlativa de la función aleatoria esta- 
cionarla X () cuya densidad ospectral es constante en el Intervalo (0, 0) © Igual 
A cero fuera de este intervalo: 


a si 0 
asa (o) =( E o > (5.2.51) 


o bien 


Por la fórmula (5.2.23) hallamos 


o 
kees j cos tdo: == =P, 
Así pues 
kdes a (6.2.52) 


Dejamos al lector ique por sí mismo compruebe que a esta función correlativa 
le corresponde una densidad espectral constante en el intervalo (0, 00), que 
se determina por la fórmula (5.2.51). 
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$ 5.3. Descomposición espectral de una función aleatoria 
estacionaria en forma compleja 


En el párrafo precedente obtuvimos la descomposición espectral 
de uns función aleatoria estacionaria real en forma real [fórmula 
(5.2.24)1: 


X()=m+ f [U (6) sen ot + Z (w) cos ut] do. (5.3.1) 


Sin embargo, en los problemas prácticos es más conveniente de 
ordinario representar las oscilaciones armónicas en forma compleja 
con ayuda do las conocidas fórmulas de Euler que expresan las fun- 
ciones trigonométricas a través de las funciones exponenciales del 
argumento imaginario. Por eso reducimos la descomposición éspeo- 
trel (8.3.4) a la forma compleja. Sustituyendo en la fórmula (5.3.1) 
las expresiones de las funciones trigonométricas por las fórmulas de 
Euler 


tot ¿ot ¿tot 


el 
sen ot = ı cosol 


obtendremos 
Xem f [42442] ot do + 


+ Fp + A Josian. 


Sustituyamos en la segunda integral las variables œ = —p. Enton- 
ces obtendremos 


“o o 
Xx =m.+| aoa (2 dot do + i ZONU eint dp. 
è ES 


En la segunda integral podemos sustituir de nuevo la variable de 
integración p por la variable œ puesto que la designación de la varia- 
ble de integración en la integral definida no es esencial: 


xo=ms jae O qu do + | LEE qa 


Introduciendo la función aleatoria compleja V (w) determinada por 
la fórmula 


Z (0) —iU (0) si 0>0, 
rw-{ Zi—o)+iU(—0) (5.3.2) 
AIRES >. 
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podemos unit ambas integrales en una única y escribir la fórmula 
obtenida en la forma 


X()=m.+ $ V (0) et do. (5.3.3) 


Esta fórmula ofrece la descomposición espectral buscada de la 
función aleatoria estacionaria X (t) en forma compleja. Esta descom- 
posición se puede aplicar con mayor sencillez que la (5.3.1) puesto 
que todas las operaciones del análisis se cumplen mucho más simplo- 
mente con una función exponencial que con las trigonométricas, 
y además, la expresión (5.3.3) es más compacta que (5.3.1). Por fin, 
la fórmula (5.3,3) expresa la función aleatoria estacionaria X (1) 
a través de una función aleatoria V (œ), mientras que la fórmula (5.3.1) 
la expresa mediante dos funciones aleatorias U (w) y Z (w). 

Comparando las fórmulas (5.3.1) y (5.3.3), vemos que la integra- 
ción en la fórmula (5.3.1) se extiende a todos los valores positivos de 
Ja frecuencia w, y en la fórmula (5.3.3), a todos los valores de œ tanto 
posilivos como negativos. Este hecho puramente matemático no tieno 
sentido físico y es consecuencia de que el sono y el coseno de la fre- 
cuencia positiva œ se expresan por las fórmulas de Euler por medio 
de dos funciones exponenciales ev! y e*t. En realidad, ambas 
estas funciones representan una forma compleja de las oscilaciones 
armónicas de una misma frecuencia œ quo, por su sentido físico, 
siempre es positiva. Por eso, como siempre al emplear la forma com- 
pleja de os ¡ones armónicas, las frecuencias negativas son una 
abstracción matemática y se introducen solamente para mayor senci- 
llez y comodidad. 

Estudiemos ahora las propiedades de la función aleatoria compleja 
Y (w). Ante todo, de la definición (5.3.2) de la función aleatoria 
V (w) está claro que su esperanza matemática es idénticamente igual 
a cero, puesto que las esperanzas matemáticas de las funciones aleato- 
rias U (w) y Z (6) son iguales a cero. Hallemos la función correlati- 
va de la función aleatoria V (w). Cuando w >0, w' > 0, teniendo 
encuenta que las funciones aleatorias U (w) y Z (w) no están correla- 
cionadas, podemos escribir 


Ko (0, 0)=M[ZOZ7, ZOJ =z ]- 


Y [ z( (0) a (o) ] pa 


=4 (MIZ (0) Z (0) + MIU (0) U (0) = 


iU (o) 


4 Ko, 04 Ku (0, o)l 
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De aquí, tomando en consideración la fórmula (5.2.32) para las fun- 
ciones correlativas de las funciones aleatorias Z (w) y Ù (w); obten- 
dremos 


Ko (o, 0) =-F 5 (0)5(0—0") si 0>0, 0'>0. (53,4) 
Cuando œ < 0, o < 0 
K. (0, 0)=M E —0F+iU(—0). EU j= 


=+ {MIZ (—0)Z (—0)] +M {U (0) U (0) = 
=4 K (Jol 10 )+ K (lol, 19D 


De aquí, volviendo a aplicar la fórmula (5.2.32) y teniendo en cuenta 
que |o |— lo | = o — o’ cuando o <0, o < 0, obtendremos 


Ko (o, o= (101) 8 (0—0) si o<0, <0. (5.3.5) 
Para 0>0, œ <0 


Z()— Zo U o 
K, (o, w=m [2222 AED D) = 


= 4 (M [2 (0) 2 (0 —M(U (0) U(01)1) = 
NAS 
De aquí, en virtud de la fórmula (5.2.32) se deriva que para 
.>0, 0 <0 
Ko (o, y= Isis (0) 6(0—1 0" |) six (0) 5(0—|0'|1=0. (5-3.6) 
El mismo resultado obtendremos también cuando o <0, œ > 0 


lo que, además, está claro directamente de la propiedad de simetría 
de la función correlativa. Introduciendo una mueva función 


sx (0) =-=7 85% (101), (5.3.7) 
podemos escribir la expresión obtenida de la función correlativa de la 
función aleatoria V (w) para todos los valores de w y œ’ en la forma 

Ko(o, 0)=s,(0) 6(0—0"). (5.3.8) 


Ahora bien, la función aleatoria V (o) posee completamente las 
mismas propiedades que las funciones aleatorias U (w) y Z (w) en la 
fórmula (5.3.4). Los valores de la función aleatoria V (6) para cual 

quiera valores diferentes de œ y œ’ no están correlacionados. Su dis- 
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persión es infinita y la función correlativa es proporcional a la fun- 
ción delta. 

Sustituyendo en la fórmula (5.3.7) la expresión (5.2.22) de la den- 
sidad espectral sıx (W) y tomando en consideración que cos | o | t = 
= cos ør, obtendremos 


s.(0)=1 $ ka (1) cos wt dr. 
š 


Aquí la función subintegral es par. Por eso la integral en los 
límites de O a œ puede ser sustituida por la mitad de la integral en 
los límites de —œ a oo. Entonces tendremos 


sosi $ ka (1) cos wr dr. (5.3.9) 


Por otro lado, podemos escribir 


¡aa f kx (1) sen or dr, (5.3.10) 


puesto que la función subintegral es aquí impar y la integral se toma 
en límites simétricos. Multiplicando la fórmula (5.3.10) por la uni- 
dad imaginaria i, sustrayéndola de la fórmula (5.3.9) y teniendo en 
cuenta que 

cos ot — ¿sen wt = e9, 
obtendremos 


$e (0) = f ky (1) eciordr. (5.3.11) 
Sustituyamos ahora en la fórmula (5.2.23) la expresión de la densidad 
espectral Sıx (0) de (5.3.7). Entonces tendremos 


Ke tafs (0) cos wr dio. (5.3.12) 


Pero la función s, (w) es par: 
s4 (—0) = sx (0), (5.3.43) 


lo que se ve directamente de su definición (5.3.7) o de la fórmula 
(5.3.9). Por consiguiente, la integral en (5.3.12) es igual a la mitad 
de la integral extendida a todo el ejenumérico de—oo a 00 y podemos 
escribir esta fórmula en la forma 


ks (1) = f sx (0) cos ot do. (5.3.14) 
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Ahora observemos que debido a la paridad de la función sz (w) y la 
imparidad del seno 


0= | sz (0) senordr. 


Multiplicando esta igualdad por la unidad imaginaria i, sumándola 
miembro a miembro (5.3.14) y tomando en consideración que 


cos or + ¿sen or = eco, 
obtendremos 
k0) = $ Se (0) er do. (5.3.15) 


De este modo hemos obtenido la descomposición espectral de la 
función correlativa de la función aleatoria estacionaria X (£) en forma 
compleja. 

Poniendo en (5.3.15) t = 0, obtendremos la siguiente cxpresión 
para la dispersión de la función aleatoria X (£): 


De==k(0)= | sx(0) do. (5.3.46) 


Así pues, hemos obtenido la descomposición espectral de la función 
aleatoria estacionaria (5.3.3), que representa su descomposición en 
sumandos infinitesimales no correlacionados de la forma V (w) e! do 
que expresan las oscilaciones armónicas con amplitudes aleatorias 
infinitesimales en forma compleja, y las descomposiciones correspon- 
dientes de la función correlativa y de la dispersión (5.3.15) y (5.3.16). 
Las magnitudes aleatorias V(w) e'%! de y V (—o)e “i do cual- 
quiera que sea el valor de œ, tienen una misma dispersión igual 
a s, (1) do, La fórmula (5.3.16) enuncia que la dispersión de la fun- 
ción aleatoria X (t) es igual a la suma de dispersiones de los sumandos 
no correlacionados que forman parte de la expresión (5.3.3.). 

Lo expuesto muestra que la función s, (w) caracteriza la distri- 
bución de la dispersión de una función aleatoria estacionaria referente 
al espectro de frecuencias, al igual que la función sıx (%0) introducida 
en el párrafo anterior. La diferencia entre ellas consiste solamente en 
que la función sı» (w), de acuerdo con el sentido físico, determina por 
completo la dispersión del armónico correspondiente a cada valor 
dado de la frecuencia w > 0, mientras que la función sz (w) divide 
a esta dispersión en partes iguales entre las dos componentes comple- 
jas V (oJeo!do y V (—o)e ~t do que corresponden al valor dado de 
la frecuencia w. Con otras palabras, en una descomposición espectral 
real (5.2.21) de una función aleatoria estacionaria cada armónico 
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está representado por un sumando 
10 (0) sen ot + Z (6) cos wtl de, 


correspondiente al valor dado de la frecuencia œ > 0, mientras que 
en una descomposición espectral compleja (5.3.8) cada armónico 
está representado por dos sumandos 


V (0) é% do y V (—0) et do 


y la dispersión de este armónico se divide on partes iguales entro 

estos sumandos, Por eso la función sıx (w) está determinada sólo 

en el campo de frecuencias positivas reales físicamente, mientras que 

la función s, (0) está determinada para todas las frecuencias tanto 

negativas como positivas, aunque las 

últimas existen sólo matemáticamente. 

g= En la fig. 5.3.1 se muestra la relación 
entre las funciones s, (0) y si: (0). 

Como la función s (w) tiene el mismo 


s 

Seto) 

SÓN sentido que la siz(0) y la diferencia 
entre ellas se determina solamente por la 

E 


forma matemática de registro de la des- 

composición espectral de una función 

Fig. 5.3.4. aleatoria estacionaria real, la función 

s, (0) se llama densidad espectral de la 

función aleatoria estacionaria X (t) al igual que la función sıx (0). 

Las fórmulas (5.3.14) y (5.3.15) que ligan la función correla- 

tiva y la densidad espectral s, (w) representan una forma compleja de 
las fórmulas de Wiener—Jinchin (5.2.22) y (5.2.23). 

En aplicaciones prácticas es siempre más conveniente utilizar 
la forma compleja de la descomposición espectral. Por eso, en lo 
sucesivo, al hablar de la densidad espectral, siempre tendremos en 
Cuenta la densidad espectral s, (w) determinada en todo el eje numé- 
rico o. 

Además de la densidad espectral s; (w), para la descomposición 
espectral de una función aleatoria estacionaria es conveniente intro- 
ducir la función espectral 

o 
S:(0)= j Se (H) de. (5.3.47) 
Es obvio que la densidad espectral es la derivada de la función 
espectral: 


3. (0) =8 (0). (5.348) 


Sustituyendo en la fórmula (5.3.17) la expresión (5.3.11) de la densi- 
dad espectral y cumpliendo la integración con respecto a p obtendre- 
mos la siguiente expresión de la función espectral a través de la fun- 
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ción correlativa: 


Y 


S0) — S 0) == 47 [60 e (6.38.49) 


Ejemplo 5.3.1. Para la función correlativa exponencial 
ky (0 = peat (5.3.20) 
la fórmula (5.3.11) ofrece la siguiente expresión do la densidad espectral: 


"k ()=2 $ ea lTi-ior qe, 


Para cumplir la integración, observemos que | r } = q cuando t > 0 y |q | = 
= —w cuando r< 0. Por eso, dividiendo el intervalo de integración en dos 
partos, obtendremos 


sim? [ j demi ary [entrara] 
En 3 


D 1 
-al ai tapo ] 
¡endo los quobrados a un común donominador, 


o bien, red 


te ()=2 ate (5.3.24) 


Esto resultado concuerda por completo con (5.2.46). 
Ejemplo 5.3.2. Para la función correlativa 


ky (1) == De" 21% cos pr (5.3.22) 
la fórmula (5.3.11) da 
Se o= f eTl ti-to cos wyt dt. 
Dividiendo el intervalo de integración en dos partes y expresando ol coseno 
por medio de las funciones exponenciales, obtendremos 


0 a 
On [$ SN E tde 


AS $ ¿HO 100) t gey f em tatiotioo) T gy | 
è č J 


D 1 4 
= lan tamr + 
1 4 
t-ara) Haro to 
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Reduciendo los quebrados a un común denominador y poniendo $? = o? + o8, 
obtendremos 


_Da petu? i 
02 peoo Fo pam 


Ejemplo 5.3.3. Para una función correlativa más general 


kata) =D 21" eosar -+y sen 09 111). (5.3.24) 
hallamos de un modo completamente análogo 
D bio A 
lama sh 
i—i tti 
+0 -e7 +) 


o bien, suprimiendo las magnitudes imaginarias, 


a-yo) , atrora) D 
a t ot oo did 


Reduciendo los quebrados a un común denominador, obtendremos 
DD, faro) B? + (a — yoo) u? 

SN EC 632) 

Es evidente que la fórmula (5.3.23) es un caso particular de esta fórmula cuando 

= 0. En otro caso particular, cuando y = a/c, la fórmula (5.3.26) toma la 


forma 
2Da " 
era (52,27) 
Este caso particular tiono una i práctica especial, puesto que co- 
rresponde a la función aleato je X (f) que tione la derivada con 
dispersión finita 
Resnlyamos 


espectral (5. 
(5.3.25) on 


EA { aywa) tor atyoto) ji 
[na | el. 


Sustituyendo las variables o = j -+ 09 en la primera integral y o = 
en la segunda, la fórmula obtenida se reduce a la forina 


D T a E utat 
k= [ees or f -parisen ot j el 


De aquí, tomando en consideración que [véase las fórmulas (16) y (22) del suple- 
ment 


j al A ¡paa inei si, 
e agaa Jae 


—ine 0 si 10, 


obtendremos, como era de esperar, la fórmula (5.3.24). En el caso particular, 
cuando y ="0, obtendremos para Ja función correlativa la fórmula (5.3,22). 
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En el $ 5.1 vimos que la derivada de una función aleatoria esta- 
cionaria diferenciable es siempre estacionaria. Por eso se puede 
plantear el problema: hallar la densidad espectral de la derivada de 
una función aleatoria estacionaria. Conforme a la fórmula (5.1.12) 
la función correlativa de la derivada Y, (1) = X’ (9) de Ja función 
aleatoria estacionaria X (ë) es 


ku (0) =). na 
Sustituyendo aquí la expresión (5.3.15) de 
la función correlativa de la función aleatoria 
X (t) obtendremos 
> c 
ky ()= i ws, (0) etda. ip tii: 


Comparando esta fórmula con (5.3.15), vemos que la densidad espec- 
tral de la derivada Y, (t) se determina por la fórmula 


Sy (0) = 0%, (6). (5.3.28) 


Así pues, la derivación de una función aleatoria estacionaria conduce 
a la multiplicación de su densidad espectral por œ ?. 

De la fórmula (5.3.28) se ve que la densidad espectral de la deri- 
vada de una función aleatoria estacionaria es igual a cero para © =0 
y la curva que la refleja toca al eje de abscisas en el origen de coor- 
denadas (fig. 5.3.2). De aquí resulta que, para que la integral de la 
función aleatoria estacionaria X (t) sea una función aleatoria estacio- 
naria con dispersión finita, es necesario que la densidad espectral 
de la función aleatoria X (f) y su primera derivada se conviertan 
en cero cuando © = Q. 

Examinando las expresiones de la densidad espectral obtenidas 
en los ejemplos anteriores, vemos que la integral de la densidad espec- 
tral, multiplicada por (*, se convergerá y, por consiguiente, la dis- 
persión de la derivada de la función aleatoria será finita sólo para la 
densidad espectral (5.3.26) cuando y = a/0p. 

Es fácil comprender que toda densidad espectral continua sx ((0) 
que no se convierte en cero cualquiera que sea el valor de © y que 
tiende asintóticamente a cero cuando œ — + 00, se puede aproximar, 
con cualquier grado de precisión, por una función fraccionaria racio- 
nal, es decir, por la relación de dos polinomios. En efecto, como es 
sabido, toda función continua, en cualquier intervalo finito de varia- 
ción de la variable independiente, puede ser aproximada, con el 
grado de precisión deseado, por un polinomio. Puesto que por supo- 
sición, la densidad espectral s, (w) no es igual a cero para ningún 
valor de « y tiende asintóticamente a cero cuando w —> Æ 00, es 
conveniente aproximar por el polinomio la magnitud inversa 1/s, (w). 
Con ello, la densidad espectral sy (to) será representada por un que- 
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brado racional con numerador constante. Claro está que al tomar tam- 
bién en el numerador un polinomio en vez de la constante, se puede 
todavía más fácilmente alcanzar el grado deseado de precisión de 
aproximación de la densidad espectral. En este caso en la expresión 
de Ja densidad espectral figurarán solamente las potencias pares de © 
puesto que la densidad espectral es una función par. Además, todos 
los coeficientes existentes en el numerador y en el denominador de 
la expresión de la densidad espectral serán reales. Por eso todas las 
raíces del numerador y del denominador serán por parejas complejas 
conjugadas. Ahora bien, todas las raíces del numerador y del denomi- 
nador de la densidad espectral racional fraccionaria siempre se dis- 
ponen de un modo simétrico con respecto a los ejes real e imaginario 
en el plano de la variable compleja œ. Al descomponer este quebrado 
racional en quebrados simples, siempre podemos agrupar las fraccio- 
nes correspondientes a cada pareja de las raíces conjugadas puramente 
imaginarias del denominador y las fracciones correspondientes a cada 
cuatro raíces del denominador dispuestas simétricamente con respec- 
to a los ejes real e imaginario. Como resultado obtendremos para cada 
cuatro raíces complejas dispuestas simétricamente un sumando de la 
forma (5.3.25). A los sumandos del primer tipo les corresponderán 
en la expresión de la función correlativa las funciones exponencia- 
los, mientras que a los sumandos del segunto tipo les corresponderán 
las funciónes de la forma (5.3.22) o (5.3.24). Así pues, vemos que la 
función correlativa de prácticamente toda función aleatoria estacio- 
naria so puede aproximar, con un grado de precisión cualquiera, por 
una combinación lineal de las tres funciones correlativas tipo exami- 
nadas en los ejemplos anteriores.Esto es lo que determina la importan- 
cia de las tres funciones correlativas tipo estudiadas. 

Está claro que, al igual que en todos otros problemas de aproxima- 
ción, la representación aproximada de la función correlativa obtenida 
por esta vía no será única. 

Para calcular la integral (5.3.16) al determinar las dispersiones 
de las funciones aleatorias estacionarias valiéndose de las densidades 
espectrales conocidas, se puede aplicar la fórmula 


Bo lia)tn2 tby (aja. + Doa liw)? Ps go 


wè J Lao Wa (OTF -n Fanii anè 


E 


donde D, es el determinante de enésimo orden que se obtiene por la 
regla siguiente: en la diagonal principal se ponen los coeficientes 

a. y los sitios vecinos a ellos se llenan por aquellos de 
ntes do, 21, » » -, n que entran en la línea dada de modo 
que sus números en cada línea se dispongan en orden decreciente; 
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los sitios que quedan libros se llenan de ceros 


a 0.0 
ås a 4 a 
Dr=| as a, 4 a {5.3.30} 
e a n 
An es el determinante que se obtiene sustituyendo en D, los elemen- 
tos de la primera columna por los coeficientes Bo, bi, . + +» bni? 
bo aœ 0 0 0 0...0 
b 4 a a 0.0...0 


An=|b a; as a a a... 0 (5.3.34) 


en particular 


$ 5.4. Noción de ruido blanco 
Examinemos la función aleatoria estacionaria X (t) con la densidad 


espectral constante sọ. Su función correlativa, en virtud de la fór- 
mula (5.3.15), es 


k(1)=80 | elordo, 


Pero conforme a la fórmula (2.2.22) que expresa la función delta 
impulsiva en forma de la integral de Fourier 

f eot dom 27 (1). 
Por consiguiente, la función correlativa de una función aleatoria 
estacionaria con densidad espectral constante s se determina por 
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la fórmula 
kz (1) = 27 so ô (1). (5.4.1) 


La función aleatoria estacionaria con densidad cspectral constan- 
te se llama ruido blanco estacionario. Este nombre se explica por 
cierta analogía que tiene tal función aleatoria con la luz blanca: la 
luz mencionada representa la suma de todas las componentes espec- 
trales que poseen una misma intensidad; el ruido blanco es la suma 
de las oscilaciones armónicas de todas las frecuencias que tienen una 
misma dispersión de amplitud. Con otras palabras, la luminosidad 
sumaria de la luz blanca está repartida uniformemente en componen- 
tes espectrales, es decir, en frecuencias de las oscilaciones electro- 
magnéticas que la componen; la dispersión sumaria del ruido blanco 
está repartida uniformemente en frecuencias de las oscilaciones 
armónicas que lo componen, 

El multiplicador adjunto a la función delta 


v=2x5 6.4.2) 


se denomina intensidad del ruido blanco estacionario. La función 
correlativa del ruido blanco estacionario se expresa por medio de la 
intensidad del mismo por la fórmula 


ky (1) = vô (1). (5.4.3) 


La fórmula (5.4.2) muestra que la intensidad del ruido blanco 
estacionario es igual a la densidad espectral del mismo multiplicada 
por 27 y, al contrario, la densidad espectral del ruido blanco estacio- 
nario es igual a la intensidad del mismo dividida por 2n. 

Generalizando la noción de ruido blanco, Hamemos ruido blanco 
a toda función aleatoria cuya función correlativa contiene como 
multiplicador la función delta. En concordancia con esta definición 
la función correlativa del ruido blanco X (t) se determina por la 
fórmula 


Kalt, t) =G () 80 —t) =V GGE 5 (tt). (5.4.4) 


La función G (t) que representa el multiplicador adjunto a la 
función delta en la expresión de la función correlativa del ruido blanco 
se denomina intensidad del mismo. En el caso particular, cuando 
la intensidad del ruido blanco es constante, éste es estacionario. 
En el caso general, siendo variable la intensidad, el ruido blanco no 
es estacionario. 

La fórmula (5.2.32) muestra que las funciones aleatorias U (w) 
y Z (w) son ruidos blancos que tienen una misma intensidad igual 
a la densidad espectral sis (w) de la función aleatoria estacionaria 
X (t). Semejantemente la fórmula (5.3.8) muestra que la función 
aleatoria V (w) representa un ruido blanco cuya intensidad es igual 
a la densidad espectral s, (w) de la función aleatoria estacionaria 
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X (t). La fórmula (5.2.21) ofrece la expresión de la función aleatoria 
estacionaria X (1) por medio de los ruidos blancos reales no correla- 
cionados U (w) y Z (w). Análogamente la fórmula (5.3.3) expresa la 
función aleatoria estacionaria X (ż) mediante el ruido blanco com- 
plejo Y (w). 

En el caso general, el ruido blanco V (œ), al igual que los ruidos 
blancos U (w) y Z (6), es no estacionario. Por eso la fórmula (5.3.3.) 
expresa en el caso general la función aleatoria estacionaria del tiem- 
po X (t) por medio del ruido blanco no estacionario de la frecuencia 
V (6). Y solamente en el caso particular, cuando la densidad espec- 
tral sy es constante, la fórmula (5.3.3) expresa el ruido blanco estacios 
nario del tiempo X (t), que tiene la intensidad 21sp, mediante, el 
ruido blanco estacionario de la frecuencia V (œ) cuya intensidad es 
igual a sp. Así pues, en este caso el ruido blanco estacionario X. (t) 
tiene la densidad espectral so y la intensidad 2:15, y el ruido blanco 
estacionario V (w) tiene la intensidad so. 

El ruido blanco es el tipo más simple de una función aleatoria 
debido a que sus valores, siendo diferentes los valores del argumento, 
no están correlacionados. A la expresión de una función aleatoria 
mediante una función aleatoria más simple (ruido blanco) la lla- 
maremos representación canónica integral de la función aleatoria. Las 
fórmulas (5.2.21) y (5.3.3) dan las representaciones canónicas integra- 
los de cualquier función aleatoria estacionaria. Las representaciones 
canónicas integrales de las funciones aleatorias son muy cómodas para 
las aplicaciones. Precisamente esto explica el gran papel que desem- 
peñan las descomposiciones espectrales (5.2.21) y (5.3.3) en las apli- 
caciones de la teoría de funciones aleatorias estacionarias. 

En la naturaleza no hay ruidos blancos perfectos del tipo de Ja 
función delta. Esto se oxplica por el hecho de que en la naturaleza 
no existen objetos ni procesos carentes por completo de inercia. Por 
eso en todo fenómeno físico el valor de la función aleatoria en ol 
punto dado determina también en cierto grado los valores de la 
misma en otros puntos cercanos. No existe tal magnitud física cuyo 
incremento durante un intervalo de tiempo por muy pequeño que 
sea pudiera ser tan grande como se quiera. Para crear un proceso 
aleatorio con ol cual alguna magnitud física obtuviera ininterram- 
pidamente incrementos aleatorios con dispersión infinita se exigiría 
una potencia infinita. Por eso en la naturaleza existen solamente 
tales funciones aleatorias cuyos valores, en los puntos suficiente- 
mente próximos, están -correlacionados. 

Así pues, la noción de ruido blanco es solamente una abstrac- 
ción matemática cómoda. No obstante, como siempre en la prácti- 
ca, no hay ninguna necesidad de que los objetos reales correspondan 
exactamente a los conceptos científicos abstractos, en particular, 
no hay ninguna necesidad de que exista un ruido blanco perfecto. 
Prácticamente el tiempo y otras magnitudes físicas se miden siempre 
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con precisión hasta cierto intervalo y todos los valores de la magnitud 
examinada, la diferencia entre los cuales es menor que este intervalo, 
se consideran como coincidentes. Por eso, desde el punto de vista 
práctico, la función aleatoria puede ser considerada como un ruido 
blanco siempre que la correlación entre sus valores se haga extensiva 
solamente a los intervalos de variación del argumento que son menores 
que el intervalo mínimo perceptible a la precisión de mediciones 
adoptada. Con otras palabras, la función aleatoria puede considerarse 
como un ruido blanco si el intervalo de correlación de la misma es 
menor que el intervalo mínimo perceptible. Con ello, se llama inter- 
valo de correlación a tal intervalo mínimo que los valores de la fun- 
ción aleatoria divididos por cualquier intervalo más grande se puedan 
considerar prácticamente no correlacionados. Esta definición muestra 
que la noción de intervalo de correlación es puramente práctica y uo 
es un concepto matemático riguroso. Por eso para una misma fun- 
n alcatoria cl intervalo de correlación tendrá diferentes valores en 
dependencia de cuáles sean los valores del coeficiente de correlación 
que vamos a considerar despreciablemente pequeños. 

Supongamos que una función aleatoria estacionaria con función 
correlativa ky (1) puede ser considerada prácticamente como ruido 
blanco. Surge la progunta: ¿cómo determinar la intensidad de este 
ruido blanco? Para responder a esta pregunta, observamos que para 
un ruido blanco perfecto, en virtud de (5.4.3), la intensidad se deter- 
mina por la fórmula 


v= | ke(1) dr. (5.4.5) 


Por esta misma fórmula se determina naturalmente también la in- 
tensidad de un ruido blanco real con función correlativa ky (1) 
distinta de la función delta. En virtud de (5.3.11) la integral en el 
miembro derecho de la fórmula (5.4.5) puede ser expresada por medio 
del valor de la densidad espectral para t = 0. Como resultado la 
fórmula (5.4.5) tomará la forma 


25 sz (0). (5.4.6) 


v 


Es obvio que una función aleatoria estacionaria cuyas función 
correlativa y densidad espectral se determinan por las fórmulas 
D a 

ke (1) = Detin, (=p (5.4.7) 

prácticamente puede ser considerada como ruido blanco (ruido blan- 
co real) siempre que a sea suficientemente grando. En efecto, cuan- 
do a es suficientemente grande, el valor de la función correlativa 
exponencial será tan pequeño como se quiera para t s4 0 cualquiera. 
Por eso, cuando a es lo bastante grande, el intervalo de correlación de 
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esta función aleatoria será tan pequeño como se quiera. Con ello,:su 
densidad espectral será prácticamente constante en una gama consi- 
derable de frecuencias. Es evidente que la gama de frecuencias en la 
cual la densidad espectral (5.4.7) puede considerarse prácticamente 
constante puede ser hecha tan grande como se quiera eligiendo 
a suficientemente grande. En virtud de (5.4.6), la intensidad de este 
ruido blanco real es igual a 2D/a, es decir, a la dispersión del mismo 
multiplicada por 2/«. 

Ahora bien, la densidad espectral de cualquier ruido blanco 
estacionario real no es constante, pero puede considerarse práctica- 
mente constante en cierto intervalo de frecuencias fuera del cual 
ella tiende a cero. 


lu 
y T 
e To. 

Cuando T — 0 esta función tiendo a cero para cualquier Y s O y k (0) — 00, 
La intogral de esta función, en los límites infinitos, queda en este caso constante, 
igual a v. Así, para pequeños valores de la constante de tiempo 7, lu corriente 
que pasa por el circuito es próxima al ruido blanco con intensidad v. En el limite 
para 7 = 0, la corriente on ol circuito representa un ruido blanco estacionario 
perfecto. Así pues, el ruido blanco períccto se puedo representar fisicamento como 
una sucesión continua de impulsos i ales no correlacionados que 
siguen uno tras otro con densidad media infini 

Observamos que on el ejemplo examinado el ruido blanco perfecto se obtio- 
no solamente cuando 7 = 0, es decir, durante la descarga del condensador, 
que va cargado por el flujo de partículas, a través de una resistencia nula, Puesto 
que en la naturaleza no existe la resistencia igual a cero, So puode hablar sola- 
mente de una resistencia muy pequeña. Esto ilustra el hecho de que no existe 
un ruido blanco porfecto, sino que existen solamente funciones aleatorias pró- 
simas al ruido blanco. 


Para reflojar Ja limitación de la gama de frecuencias en la cual 
la densidad espectral es constante, se introduce generalmente la 
noción de ruido blanco de banda. Se denomina ruido blanco de banda 
a una función aleatoria estacionaria cuya densidad espectral es cons- 
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tante en cierta gama de frecuencias y es igual a cero fuera de esta 


gama: i 
_f% si [lo|<%, 
=$ 3 |0|>0. (648) 
Sustituyendo esta expresión de la densidad espectral en la fórmu- 
la (5.3.15), hallamos la función correlativa del ruido blanco de banda: 


e jwt _ ¿—i09t 
ke()=80 | erdo=s, Cea £ S 
w 
o bien 
2 
hz (1) = 2 sen agt. (5.4.9) 


Sustituyendo la expresión (5.4.8) de la densidad espectral en la fór- 
mula (5.3.16), hallaremos la dispersión del ruido blanco de banda: 


“o 
x (0)= | sodo = 290. (5.4.10) 
5 

Así pues, la dispersión del ruido blauco de banda es finita. Desde 
este punto de vista él os más real que el ruido blanco perfecto, Sin 
embargo, tampoco los ruidos blancos de banda existen en la naturale- 
za, puesto que no es posible una variación discontinua de la densidad 
espectral hasta el cero con el valor dado wọ de la frecuencia. 

La fórmula (5.4.9) muestra que los valores del ruido blanco de 
banda on los puntos, divididos por cualesquiera intervalos múlti- 
ples de x/09, no están correlacionados. Así, Jos términos de toda 
secuencia aleatoria formada por los valores del ruido blanco de 
banda en los puntos equidistantes, divididos por el intervalo 11/00, 
no están correlacionados. Con otras palabras, la secuencia aleatoria 
de los valores de un ruido blanco de banda, tomados cada intervalo 
1/0, se puede considerar como ruido blanco discreto, es decir, como 
sucesión de impulsos aleatorios no correlacionados. Por eso el ruido 
blanco de banda desempeña el mismo papel en la teoría de secuencias 
aleatorias que el ruido perfecto en la teoría de procesos aleatorios 
del argumento que varía continuamente. 


Dx 
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Para determinar la esperanza matemática de una función alea- 
toria es necesario conocer su densidad unidimensional de probabili- 
dad. En el caso en que las craracterísticas probabilísticas de la 
junción aleatoria no-son conocidas, entonces, para la determinación 
experimental de su esperanza matemática, hay que observar un 
número suficientemente grande de sus realizaciones para cada valor 
dado del argumento £. Entonces, conforme a los resultados del ejem- 
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plo 3.9.2, la media aritmética de la función aleatoria para cada valor 
de t, tomada según todas las realizaciones observadas, puede consi- 
derarse como valor de su esperanza matemática para esta . Con otras 
palabras, para la determinación experimental de la esperanza mater 
mática de una función aleatoria, se necesita obtener un número bas- 
tante grande de sus realizaciones y tomar el valor medio de estas 
realizaciones para cada valor dado del argumento t. Pero la esperan 
za matemática de una función aleatoria estacionaria es constante. 
Por eso cabe preguntar: ¿ se podría utilizar para la determinación 
experimental de la esperanza matemática de una función aleatoria 
estacionaria los valores de una realización suya para diferentes 
valores del argumento en vez de los valores de un gran número de 
diferentes realizaciones para un mismo valor del argumento? Y en 
general ¿se podría aprovechar la circunstancia de que las caracterís- 
ticas probabilísticas de las funciones aleatorias estacionarias no 
cambian, cualesquiera que sean los decalajes en tiempo (o en general 
a lolargo del eje del argumento), y determinar las características 
probabilísticas de la función aleatoria estacionaria por una realiza- 
ción suya, desplazándola por el eje del argumento mediante todos 
los procedimientos posibles? Para resolver esta cuestión, pongamos en 
claro cuáles son las condiciones en que una sola realización de la 
función aleatoria estacionaria, desplazada por el eje del argumento 
mediante todos los métodos posibles, puede sustituir una gran canti- 
dad de realizaciones que se observan al tener el argumento un solo 
valor fijo. 

Más exactamente, hallemos las condiciones en que la esperanza 
matemática de una función aleatoria estacionaria puede ser determi- 
nada como valor medio en tiempo de las ordenadas de una realiza- 
ción suya tomada arbitrariamente. Con otras palabras, determine- 
mos cuáles son las condiciones en que para cualquier realización æ (t) 
de la función aleatoria estacionaria X (t) tiene lugar la igualdad 
aproximada 


z 
mea- | z(t) de. (5.5.1) 


Es obvio que la integral del segundo miembro de esta fórmula tiene 

diferentes valores para distintas realizaciones posibles de la función 

aleatoria X (t). Por eso los valores del segundo miembro de la fór- 

mula (5.5.1), correspondientes a distintas realizaciones posibles 

de la función aleatoria X (ż), son valores posibles de la magnitud 

aleatoria 

3 A 

+ f X (9 dt. (5.5.2) 
y 


Y; 
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La esperanza matemática de esta magnitud aleatoria es, evidente- 
mente, igual a m, puesto que la esperanza matemática de la función 
alcatoria estacionaria X (1) es constante e igual a mą. Por eso, para 
que se pueda escribir la igualdad aproximada (5.5.1), es necesaria 
y suficiente la pequeñez de la dispersión de la magnitud aleatoria 
Y 5. En virtud de la fórmula (4.7.5) para la dispersión de la integral 
de la función aleatoria, la dispersión de la magnitud aleatoria Yr 
se expresa por la fórmula 


DIV =354| H irpisajje 
f} 


o 
= ke(t—=1)ded. (5.5.3) 
+j 


Esta fórmula muestra que la dispersión de la magnitud aloatoria Yp 
y, Por lo tanto, el error cuadrático medio de la igualdad aproximada 
4), se puede hacer tan pequeña como se 
quiera eligiendo un valor de 7 bastante 
grande, siempre que el valor medio de la 
función correlativa en el cuadrado con el 
lado 7 tienda a cero al aumentar ilimita- 
damente el lado de este cuadrado. La condi- 
ción suficiente para esto es la existencia de 
un tal valor Tọ que la función correlativa 
ky (1) pueda ser considerada prácticamente 
igual a cero para || >tp. Con otras pala- 
Lig. 5.5.1. bras, para que la dispersión de la magnitud 
aleatoria Yy tienda a cero cuando 7 — 00, 
es suficiente que exista el intervalo finito de correlación de la fun- 
ción aleatoria estacionaria X (t). 
Para demostrar la afirmación expuesta, supongamos que para 
cualquier e >0 existe tal Tọ >0Ú que 


Im 1<e si| |> to. (5.5.4) 


Dividamos el cuadrado O < £, # < T en tres zonas con ayuda de 
las rectas t — £' = + to. (En la zona S,, sombreada en la fig. 5.5.4, 
la función correlativa no sobrepasa su valor en la diagonal k, (0) = 
=D, y en las dos zonas restantes, señaladas en la fig. 5.5.1 por la 
letra Sa, la función carrelativa es menor que e. Por consiguiento, 

rr 


| fenas Dx área Si+e úrea S} (5. 
ë 


) 


Pero el área de la zona S; es menor que 7 YZ-1./2 = 2T to y el 
área sumaria de las zonas señaladas por la letra Są es menor que el 


$ 5.5. Funciones aleatorias estacionarias ergódicas 231 


área del cuadrado 7?. Por lo tanto, 
TE 


f | ka Edta <2D Ti eT? 
K 
E Date 
+) fe (1) arde < PE 4 e. 6.5.6) 
3 


Debido a la pequeñez arbitraria de e, el segundo miembro de esta 
desigualdad se puede hacer tan pequeño como se quiera eligiendo un 7 
suficientemente grande. Ahora bien, de (5.5.3) y (5.5.6) se deriva que 
la dispersión de la magnitud aleatoria Y y tiende a cero para T — 00 
si la función correlativa de la función aleatoria X (t) tiende a cero 
para T- 00, 

Las funciones aleatorias estacionarias para las cuales la toma de 
un valor medio probabilístico por una numerosidad de Lodas las rea- 
lizaciones posibles se puedo sustituir, al calcular las esperanzas mato- 
máticas, por la toma de un valor medio simple del tiempo de una 
sola realización tomada arbitrariamente, se denominan ergódicas. 
En dependencia de cuáles son las magnitudes, ligadas con la función 
aleatoria en cuestión, cuyas esperanzas matemáticas se puede calcu- 
lar a base de una sola realización suya (cualquiera) tomando un va- 
lor medio del argumento, se puede hablar de diferente grado de 
ergodicidad. En particular, acabamos de demostrar que la tendencia 
de la función correlativa k, (1) a cero para t —> 00 es una condición 
suficiente de ergodicidad de la función aleatoria estacionaria con 
respecto a la esperanza matemática. 

La desigualdad (5.5.6) muestra que la dispersión de la magnitud 
aleatoria Yr depende de la relación entre la longitud de registro 7 
de la realización de la función aleatoria X (1) y el intervalo de co- 
trelación 2 Te de la misma. Así pues, para poder escribir la igualdad 
aproximada (5.5.1) es necesario que la longitud de registro 7 de la 
función aleatoria estacionaria X (f) sea lo suficientemente grande 
eu comparación con su intervalo de correlación. Hablando metafóri- 
camente, se puedo decir que la igualdad (5.5.1) es válida si el inter- 
valo de registro T de la función aleatoria X (£) es lo suficientemente 
grande para que se manifieste bien su carácter aleatorio. 


Ejemplo 5.5.1. ¿Cuál longitud de registro de la función alontoria ostacio- 
naria X (2), que tiene la función correlativa De”%ÍMl debe tomarse para di 
minar su esperanza matemática por la fórmula (5.5.4) con um error cuad 
medio que no supere a /D/10? 

Según los datos, la dispersión de la magnitud aleatoria Yy no debe saporar 
eu este caso a D/100. Por eso elegimos e = D/200 y hallamos ro partiendo de 
la condición 


Det. 


23% Cap. 5 Funciones alentorias estacionarias 


Obtenemos r æ 5,3/a. Para que el primer sumando del segundo miembro de 
la desigualdad (5.5.6) no supere a D/200, es suficiente elegir la longitud de 
registro T, partiendo de la condición 
2D _ D 
PS" 
De aquí hallamos 7/1) = 400 o 7 => 2420/a, Do este modo, para que el orror 
cuadrático medio, al determinar la esperanza matemática de la función aleatoria 
por la fórmula (5.5.1), no exceda el 10% con respecto a la desviación cuadrática 
media de la función aleatoria, en este ceso es suficiente registrar la realización 
de la función aleatoria en el intervalo 7 200 veces mayor que el intervalo de 
correlación 2ro. 


El valor de la función correlativa k, (to) de la función aleatoria 
estacionaria para cualquier To es la esperanza matemática de la fun- 
ción aleatoria Z (0) = X° (£) X° (t + to): 


ka (To) = MXYL (€) X° (1 + to)l = M IZ (8). (5.5.7) 


Por eso en ciertas condiciones la función correlativa de una función 
aleatoria estacionaria también puede determinarse a base de una 
sola realización de esta función aleatoria tomando su valor medio 
referente al tiempo. Esto es posible si la función aleatoria Z (f) es 
ergódica con respecto a la esperanza matemática. La condición sufi- 
ciente de su ergodicidad es la tendencia a cero de su función correla- 
tiva k: (1) para |t |—> œ que se determina, ovidentemente, por 
el momento de cuarto orden de la función aleatoria X (t). Calculemos 
la función correlativa de la función aleatoria Z (1) para el caso cuan- 
do la función aleatoria estacionaria X (1) está repartida normalmente. 
Para esto hallemos primeramente el momento inicial de segundo 
orden de la función aleatoria Z (t): 


4140 =MIZ(OZ (+= 
= M (X° (£) X° (t + to) X? (t + 1) X° (£ + tota). 


Así pues, el momento inicial de segundo orden de la función aleatoria 
Z (t) representa el momento central de cuarto orden de los valores de 
la función aleatoria X (*) para los valores del argumento t, £ + To, 
bet, £+ To + t. Expresando este momento mediante la función 
correlativa de la función aleatoria X (£) por la fórmula (3.11.34), 
obtendremos 
Ta (t, tA 1) = kè (To) + (0 + ke (T + To) ky (T — 10): 

Aplicando la fórmula (4.2.12) que liga la función correlativa de una 
función aleatoria con la esperanza matemática de la misma y con 
el momento de segundo orden, y teniendo en cuenta que la esperanza 
matemática de la función aleatoria Z (£) es igual a k, (to), hallamos 
la función correlativa de la función aleatoria Z (t): 


lia (1) = Dz (t, 147) — K3 (To) = kå (0) + kx (T -+ To) kx (1 — to). (5.5.8) 
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De aquí se ve que la condición k,.(1)->0 para |q | +00 es suficien- 
te para la ergodicidad de la función aleatoria Z (£) con respecto a la 
esperanza matemática y para la ergodicidad de la función aleatoria 
X (t) con respecto a la función correlativa. 

Así pues, el decrecimiento ilimitado de la función correlativa 
de una función aleatoria estacionaria normalmente repartida para 
|x | > 00, es la condición suficiente de su ergodicidad tanto con 
respecto a la esperanza matemática como con respecto a la función 
correlativa. Al cumplir esta condición, la función correlativa de una 
función aleatoria estacionaria X(t) normalmente repartida, cuando 
el valor de 7 es lo suficientemente grande, puede ser determinada 
aproximadamente por la fórmula A 

T 


ktw j a(t) (t+ ro) dt = 


z 
=+ į lz (i) — myl lx (t+ to) mo dt. (5.5.9) 
E 


Ejemplo 5.5.2. Las funciones aleatorias estacionarias normalmente ro- 
partidas, con las tres funciones correlativas tipo examinadas en los párralos 
Antoriores, que contienen como multiplicador una función exponencial, son 
ergódicas tanto con respecto a la esperanza matemática como con respecto a la 
función correlativa, puesto que todas estas fanciones correlativas tienden a coro 
cuando | + | so. Por eso las esperanzas matemáticas y lus funciones correla- 
tivas de las mismas se pueden determinar por las fórmulas (5.5.1) y (5.5.9) 
paru un valor de 7 lo suficientemente grande. 

Ejemplo 5.5.3. Para una función aleatoria estacionaria sinusoidal de fro- 
cuencia determinada X (0) = U son wst + Z cos wot, MIU] = M [Z] = 0, 
D IU) = D |Z] = D, no se cumple la condición suficiente de ergodicidad, pues- 
to que su función correlativa ky (1) = D cos wor no tiende a cero cuando | q | 
2 So. Para establocer si ósta es ergódica o no, calculemos para ella los segundos 
miembros de las fórmulas (5.5.1) y (5.5.9). Obtendremos 


T T 
Me i; xoa= f (U son wt -+Z cos gt) de = 
y 


= (1—cos 6097) +2 sen a]. 


Do aquí se ve que el segundo miembro de la fórmula (5.5.1) tiende en este caso 
a cero, es decir, a la esperanza matemática do la función aloutoria para 7 — oœ. 
Por la tanto, la función aleatoria estacionaria sinusoidal es ergódica con res- 
pecto a la esperanza matemática. De un modo semejante hallamos 


T 
K= $ X (HX UHT t 


422 
EZ cos onto 
pura grandes valores de 7. De aquí se vo que ol segundo miembro de la fóruwu-= 


Ya (5.5.9) es aproximadamente proporcional al cuadrado de la amplitud aleatoria 
U? + Z? de la sinusoide y por eso tiene diferentes valores para distintas 
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realizaciones. Por consiguionto, la función aleatoria estacionaria sinusoidal no 
es ergódicu con respecto a la función correlativa. Para confirmar esta deducción, 
calculomos además la dispersión de la magnitud aleatoria KZ (Tọ) suponiendo 
«que las magnitudes aleatorias U y Z están repartidas normalmente. Teniendo 
en cuenta que su esperanza matemática es igual a la función correlativa ky (1) = 
= D cos moTo, obtendremos 


D IKZ =M (Es asyto—D cos o) ]= 


=M (AAA wzo] ct osto. 


Poro para las magnitudes aleatorias normalmente repartidas el momento contral 
«de cuarto ordon es igual al cuadrado triplicado de la dispersión [véase la fórmu- 
la (2.5.11)]. Por eso M[U%] = MIZ'] = 3D? y obtendremos 


D [KZ (1o)] = D? cos? ooto- 


Ejemplo 5.5.4. Cualquier función aleatoria estacionaria con realizaciones 

uramente sinusoidales no es ergódica con respecto a la función correlativa 

ineluso si su función correlativa tiende a cero cuando | 1 |— oo. En efecto, 
si la función aleatoria estacionaria X (f) se determina por la fórmula 


X (0 = me + U sen Qt + Z cos Qt, 


dondo U y Z son magnitudes aleatorias no correlacionadas, con esperanzas 

matemáticas iguales a cero y dispersiones iguales a D, y Q es cualquier magnitud 

aleatoria no negativa, independiente las magnitudes Y, Z, enton- 

«es, conforme a los resultados del ejemplo anterior 
T 


yi roaxns 


M; 


T 
K$ wt f X0 (1) XOT) dl = mt 2 cos 20 
y 


Los ejemplos examinados muestran que ninguna función aleato- 
ria estacionaria, todas las posibles realizaciones de la cual son sinu- 
soides, puede ser ergódica con respecto a la función correlativa y, por 
consiguiente, su función correlativa no puede ser calculada con ayuda 
de una sola realización. En el $ 5.2. vimos que, cualquiera que sea 
la función correlativa ky (1), siempre existen funciones aleatorias 
estacionarias, con realizaciones puramente sinusoideales, que tienen 
esta función correlativa. Por eso a toda función correlativa ky (1) le 
corresponden siempre funciones aleatorias estacionarias tanto ergó- 
«dicas como no ergódicas con respecto a la función correlativa. Por 
lo tanto, conociendo solamente la función correlativa de una función 
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aleatoria estacionaria, no se puede determinar si es ella ergódica 
con respecto a la función correlativa o no. Para resolver esta cues- 
tión, siempre se necesita disponer de una información adicional acerca 
de las características estadísticas de la función aleatoria estacionaria, 
por ejemplo, conocer que la función aleatoria está repartida normal- 
mente, Como vimos, si se trata de funciones aleatorias estacionari: 
normalmente repartidas, basta conocer la función correlativa para 
resolver la cuestión acerca de la ergodicidad *). 

Hemos visto que para una función aleatoria estacionaria, ergódica 
con respecto a la esperanza matemática y la función correlativa, la 
esperanza matemática y la función correlativa puedén ser calculadas, 
por una cualquiera de sus realizaciones, por las fórmulas (5.5.1) 
y (5.5.9), con ello, la fluctuación de los resultados de los cálculos 
para distintas realizaciones tiende a cero al aumentar ilimitadamente 
la longitud de las realizaciones 7. Esto da razón para sustituir en las 
fórmulas (5.5.1) y (5.5.9) la realización de la función aleatoria por la 
propia función aleatoria y, pasando al límite, escribir las igualdades 
exactas 


T 
ks (= lim $e | XOH X (041) de. (6.5.11) 


Toro 


ln estas fórmulas el límite debe entenderse en el sentido probabilís- 
tico, es decir, en el sentido de que la esperanza matemática del cua- 
drado de la diferencia entre la magnitud y su límite tiendo a cero (el 
así llamado límite en la media cuadrática). Poniendo en la fórmula 
(5.5.11) t = 0, obtendremos Ja siguiente fórmula para la dispersión 
de una función aleatoria estacionaria, ergódica con respecto a la 
función correlativa: 


z 
D¿=Mm $ | X° (P de. 12) 
Taw T d 


Expongamos ahora la interpretación física de la noción de densidad 
espectral de una función aleatoria estacionaria. Para esto examinemos 
la función aleatoria estacionaria X (f) ergódica (con respecto a la 
función correlativa). 

En los problemas prácticos la función aleatoria X (£) representa 
frecuentemente la corriente o la tensión existente en cierto circuito. 


*) Vimos que siempre basta conocer la función correlativa para juzgar 
acerco de la ergodicidad de la función aleatoria estacionaria con respecto a la 
esperanza matemática. De aquí se puede deducir que para juzgar sobro la er- 
godicidad de una n aleatoria estacionaria con respecto a la función corto- 
lativa es suficiente conocer el momento de cuarto orden de esta función alcatoria. 
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Con ello, la esperanza matemática m, es la componente constante de 
corriente o de tensión, mientras que la función aleatoria centrada 
X° (t) representa las fluctuaciones de la'corriente o de la tensión. 
La magnitud [X° (£))* es la potencia instantánea de la corriente de 
iluctuación, en la resistencia unitaria y la magnitud 

T 

W=+ f 12° (Par (5.5.13) 

v 
os la potencia media de la corriente do fluctuación on la resis- 
tencia unitaria. Pero conforme a la fórmula (5.5.12) la magnitud W 
para la función aleatoria estacionaria ergódica X(2) no difiere prác- 
ticamente de la dispersión de la función aleatoria X(£) para 7 lo 
suficientemente grande, debido a lo cual se puede escribir 


T 
w=4 | X Pdt = De (5.5.44) 
% 
o bien, teniendo en cuenta (5.3.16) 
A m 
=y [woraz [i s (0) de. (5.5.45) 


Esta fórmula muestra que Ja densidad espectral s, (w) caracteriza 
en este caso la distribución de la potencia media de las fluctuaciones 
de la corriente en el espectro de frecuencias. Debido a este sentido 
físico de la densidad espectral, a ésta so le llama con frecuencia 
densidad espectral de potencia de una función aleatoria estacionaria. 

La fórmula (5.5.15) muestra que las fluctuaciones de corriente 
pueden tener una densidad espectral constante solamente en aquel 
caso cuando la potencia media de estas fluctuaciones es infinita. Esto 
confirma la deducción hecha en el párrafo precedente de que el ruido 
blanco no puede existir físicamente. 


$ 5.6. Densidad espectral recíproca de dos funciones 
aleatorias estacionarias y enlazadas estacionariamente 


Hallemos la función correlativa recíproca de dos funciones aleato- 
rias estacionarias X(f) e Y(1). Para esto representémoslas por las 
descomposiciones espectrales en forma compleja: 


X (=m | V(oJeetdo, (6.64) 


Y (=m+ f W (0) ett do, (5.6.2) 
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donde V(w) y W(w) son dos ruidos blancos complejos cuyas inten- 
Sidades son iguales a las densidades espectrales sy (6) y sy (0) de las 
funciones aleatorias X(t) e Y(t) respectivamente. Para determinar 
Ja función correlativa recíproca, hallamos las correspondientes 
funciones aleatorias centrales. Con ello, teniendo en cuenta la deter- 
minación de la función correlativa recíproca de las funciones aleato- 
rias complejas, pasemos en la expresión (5.6.2) de la función aleatoria 
seal Y (f) a las magnitudes conjugadas complejas y cambiemos la 
designación del argumento y de la variable de integración. Entonces 
obtendremos: 
X= | V(o)eotdo, YE) | Weno aor, 


a ES 


De aquí hallamos 


L xy kt, 0) =M(X() Y (E) 


jara Tarro dodo’, 


Pero la esperanza matemática bajo el signo integral representa la 
función correlativa recíproca de los ruidos blancos V(w) y W(w): 


M {V (0) W (0) = Kow (w, 0”). 


Por consiguiente, la función correlativa recíproca de las funciones ale- 
atorias X(t) e Y(£) se expresa por medio de la función correlativa 
recíproca do los ruidos blancos V(w) y W(o) por la fórmula 


Rolt, tjm $ $ Kow (0, 0) ate") der del. (5.6.3) 


Esta fórmula muestra gue en el caso general las funciones aleatorias 
estacionarias, pueden estar ligadas no estacionariamente, puesto 
que su función correlativa recíproca depende de dos argumentos por 
separado. Para que las funciones aleatorias X(1) e Y(t) estén ligadas 
estacionariamonte, es necesario que sca Kue (©, w) =0 para 
w æ o: es decir, que los valores de los ruidos blancos V(o) y W(w), 
siendo diferentes los valores de la frecuencia w, estén no correlacio- 
nados. En este caso la función correlativa recíproca de los ruidos 
blancos V(w) y Wío) debe contener como multiplicador la función 
delta: 


Kuo (0, 0) = Szy (0J5 (o — 0°). (5.6.4) 
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Sustituyendo esta expresión en la fórmula (5.6.3) y tomando en con- 
sideración las propiedades de las funciones delta, obtendremos 


Say (0) do | eoi-wt8 (oo) do! = 


Kay (t, 1) = 


Sap (0) dt- do, 


mms a 


Do aquí se ve que en el caso en quo la función correlativa recíproca 
de los ruidos blancos V (F) y W (60) se expresa por la fórmula (5.6.4), 
las funciones aleatorias estacionarias X (t) e Y (t) ostán ligadas esta- 
cionariamente y su función correlativa recíproca se determina por la 
fórmula 


kay (9 = | soy (a) ordo. (5.6.5) 


La fórmula (5.6.5) es completamente análoga a la (5.3.15) que expresa 
la función correlativa de una función aleatoria estacionaria por 
medio de su densidad espectral. Esto da razón para llamar a la fun- 
ción szy (W) densidad espectral recíproca de dos funciones aleatorias 
estacionarias y enlazadas estacionariamente X (t) e Y (t). Es obvio 
que la magnitud sxy (œ) do representa el momento de correlación 
de los armónicos V (oJe'! do y W (o)e™t do de una misma fre- 
cuencia « que forman parte de las funciones aleatorias X (t) e Y (f). 
Los armónicos de diferentes frecuencias en las funciones aleatorias 
ligadas estacionariamente siempre no están correlacionados; sólo 
los armónicos de la misma frecuencia pueden sor correlacionados. 
Ahora bien, la densidad espectral recíproca caractoriza la distribu- 
ción del onlace correlativo entre las funciones aleatorias en el espec- 
tro de frecuencias. 

La fórmula (5.6.5) muestra que la densidad espoctral recíproca 
representa la transformación de Fourier de la función correlativa 
recíproca. Por eso, aplicando la fórmula de la transformación inversa 
de Fourier, obtendremos 


SaO) = | aC) eriotar (5.6.6) 


Esta fórmula expresa la densidad espectral recíproca de dos funcio- 
nes aleatorias estacionarias y enlazadas estacionariamente mediante 
su función correlativa recíproca. 


Ejemplo 5.6.1. Hallar la densidad espectral recíproca de las funciones 
aleatorias estacionarias y enlazadas estacionariamente X (f) e Y (2) cuya fun- 
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ción correlativa recíproca se determina por la fórmula 
kyy (1)=Ce 7%" sen wor, Patt 03. 
Vor la fórmula (5.6.6) hallamos 


cat | cet er 


O ar 
ù 


a | 


o bien, después de cumplir la integración y transformaciones elementales 


20 tas > 
TÉ 


Esta fórmula muestra que la densidad espectral recíproca de las funciones aleu- 
torias reales puede ser compleja. 

sculemplo 5.6.2. Hallar Ta función correlativa recíproca do las funciones 
aleatorias 


Y (0) = X (9) + X (0 Z (t) = X (1) + Xa (t) 
donde X (1), X1 (0 y Xa (1) son funciones aleatorias estaciona: 
cionadas con las funciones correlativas De “9, Die S y pet, respec- 
tivamente. Mostrar que las funciones aleatorias Y (£) y Z (0) están enlazadas 
estacionariamente y hallar su densidad espectral recíproca. 

Según la definición de la función correlativa recíproca 
K yz (t, 1)=M [Y0 (t) ZO (0)]=M [X0 (1) X9 (+ 
EM [XP (0) XO (AM [X0 (0) X3 ENAM XI (0) Mg (0) 
a bien, puesto que las funciones aleatorias X (1), Xa (0) y Xa (1) no están corre- 
lucionadas, 
Kyz (t, t) = M (X° (9) X° (0) = ky (t — t’). 


De aquí se ve que las funciones aleatorias Y (t) y Z (1) están enlazadas estuci 
ariamente y su función correlativa recíproca coincido con la función correlati- 
ya de la función aleatoria X (f). Por lo tanto, la densidad espectral recíproca 
de las funciones aleatorias Y (2) y Z (1) también coincide con la densidad espec- 
tral de la función aleatoria X (1): 


no correla= 


D 
sy (0) =s% We 
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Examinemos la secuencia aleatoria formada por los valores de una 
función aleatoria estacionaria que corresponden a la secuencia ¿lim 
tada de los valores equidistantes del argumento con el intervalo 


Xa=X (to + kA) (h=0, +1, +42, ... .). (5.7 1) 
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Esta secuencia aleatoria es estacionaria, puesto que su función co- 
srelativa depende solamente de la diferencia de los números de los 
términos de la secuencia: 

Lem = M (XiX iin] = 

(X° (to-+ AA) X° (g+ hA ma) = kx (ma). (5.7.2) 


Expresemos aquí la función correlativa de la función aleatoria X (1) 
por la fórmula (5.3.15). Entonces, obtendremos 


T sx (0) eloma do, 


km 


Dividamos el intervalo de integración en los segmentos de 27/A 
de longitud dispuestos simétricamente con respecto al origen de coor- 
denadas. Entonces tendremos 


> Cera 
tn= Y sx (0) elon8 do, 
veo ja 

Sustituyendo las variables w = 2 vx/A + w’, en las integrales co- 
rrespondientes, las reducimos todas a los mismos límites de integración: 
ma a 

„n 
D f e(o 


v=% 2/8 


elo mma+2vai doy’, 


Omitiendo la raya adjunta a la designación de la variable de inte- 
gración y teniendo en cuenta que e%”! = 1, podemos escribic la 
fórmula obtenida en la forma 


ta Y [E se (04E) ] ensav. 
ea 
Por fin, introduciendo la designación 


so= Y s{0+25), (5.7.3) 


pS 


obtendremos 
na 


Kn = $ $ (w) ciems de, (5.7.4) 
aja 


En particular, poniendo m = 0, obtendremos la siguiente expresión 
para la dispersión de los términos de la secuencia aleatoria estacio- 
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naria 
aya 
De=ko= | s$ (0) do. (5.7.5) 
5/8 
Domostremos que la función sé (w) determinada por la fórmula 
(5.7.3) es periodica con un período de 2x/A. Para eso sustituyamos en 


la fórmula (5.7.3) por la magnitud o + 2/4. Entonces obten- 
dremos 


2 
s (04264). 

Pongamos aquí p = v + 1 y observemos que p, al igual que v; 
recorre todos los valores enteros de —œ a 00. Como resultado ten- 
dremos 


3 e(t 


Comparando esta fórmula con (5.7.3) y teniendo en cuenta que la 
suma no depende de cómo está designado el índice de adición (éste 
recorre todos los valores enteros de -- co a 00), obtendremos 


st (0+2) = st(0). 6) 


lo que demuestra precisamente la afirmación enunciada, 

La función poriódica puede ser descompuesta en la serie do Fou- 
rier *). Por eso la función sé (w) también puedo ser representada por 
una sorio compleja de Fourior: 


si (o) = 2, apelora, (5.7.7) 


Los coeficientes de esta serie se determinan por la fórmula conocida 
de la Teoría de series de Fourier: 


A e 
a=3 | sio) emera do. 
-3/4 
Comparando esta fórmula con la (5.7.4) para m = —p, vemos que 


los coeficientes de Fourier de la función så (w) se expresan por medio 
de la función correlativa de la secuencia aleatoria: 


Ap 
ap= Sp ko 
7) Fara esto es suficiente que la función periódica sea continua o tenga un 


número finito de puntos do discontinuidad de primer género. 
10-0938 
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Sustituyendo esta expresión en (5.7.7), obtendremos 


2 Y hee, 


1. 


si(0) 


Por fin, poniendo aquí —p = m y teniendo en cuenta que m, al igual 
que p, rocorre todos los valores enteros de —00 a œ, obtendremos 


(5.7.8) 


xpresemos ahora la función aleatoria estacionncia X (/) por la 
descomposición espectral (5.3.3). Entonces obtendremos la siguiente 
fórmula para los términos de la socuencia aleatoria estacionaria que 
so examina: 


ES 
X (+18) = Xram $ Vao) ota do, 


Cumpliendo aquí las mismas transformaciones que al deducir la 
fórmula (5.7.4), obtendremos 
aya 
Xr=m+ i} Va (0) etshā do, (5.7.9) 
EM 
donde 
va =e Y Y (o4 (5.7.10) 


yw 


Así pues, hemos obtenido la representación espectral de una secuen- 
cia aleatoria estacionaria. Con ello, debido a la periodicidad de la fun- 
ción exponencial del argumento puramente imaginario, el espectro 
de frecuencias de la secuencia aleatoria se puede considerar concentra- 
do en el intervalo | œ | < 7/A. Las fórmulas (5.7.4) y (5.7.8) son 
análogas a las de Wiener-Jinchin (5.3.11) y (5.3.15). 

Mostremos ahora que la función aleatoria Va (w) on la representa- 
ción espectral de una secuencia aleatoria estacionaria no es más que 
un ruido blanco cuya intensidad es igual a så (o). Para esto hallemos 
la función correlativa de la función aleatoria Va (w). Con ello, es 
suficiente considerarla solamente en el intervalo de frecuencias 
[a |< n/A. Puesto que los sumandos en la suma que figura en 
(5.7.10) han sido obtenidos decalando el ruido blanco Y (w) en inter- 
valos múltiples del período 21/A, todos ellos no están correlaciona- 
dos en los límites de un período | w |< a/A. Por eso la función 
correlativa de la suma en (5.7.10) es igual a la suma de las funciones 
correlativas de los sumandos. El multiplicador elo en (5.7.10) 


$ 5.7. Secuencias aleatorias estacionarias 243 


dará el multiplicador etœ- wt en la expresión de la función co- 
rrelativa de la función aleatoria Va (w). Por eso, teniendo en cuenta 
la fórmula (5.3.8) para la función correlativa del ruido blanco Y (6), 
obtendremos 


Kua (0, 0) =elte-ono [ 5 se (0+22)]5(0-0. 


Tomando en consideración que el segundo miembro de esta fórmula 
es igual a cero, siendo (' Æ @, podemos sustituir en el multiplica 
dor, delante de la función delta, œ’ por i. Entonces, teniendo en 
cuenta la fórmula (5.7.3), obtendremos 


Kn (0, 0) =s (0) 5 (0—0). (5.7.11) 


Esta fórmula demuestra que la función aleatoria Va (w) en el inter- 
valo | w |<< a/d represonta un ruido blanco con intensidad st (0). 

La función st (w) representa la densidad espectral de una secuen- 
cia aleatoria estacionaria. La magnitud sé (w) do es igual a la disper- 
sión de los armónicos Va (a) do y Va (—e)e"oha do que 
Torman parte de la descomposición espectral (5.7.9) de la secuencia 
aleatoria estacionaria. 


Ejemplo 5.7.1. Hallar la deusidad espectral de una secuencia aleatoria 


estacionaria con la función correlativa km = Dg™l, 0 < q < 14. 
Representemos proviamente la fórmula (5.7.8) en la forma 


-1 0 
(o A (x+ Y tem y raa E 


mao mt 


Poniendo en la primera suma —m = p y eu la segunda, m = p y toniendo en 
cuenta que k_p = kp, escribomos la fórmula obtenida en la forma 


sios 


ps (rt D kpetrt 4 y) rawea), 6.7423) 
p= E] 


Sustituyendo aquí la expresión de la función correlativa, nos cercioramos de que 
ambas sumas representan en esto caso progresionos geométricas. Sumándolas, 
obtendremos la siguiente expresión de la secuencia aleatoria estacionaria quo 
so examina: e 

AD q 4 

E la +87): fala 


lo) 


Ejemplo 5.7.2. Mallar la densidad espectral de la secuencia aleatoria esta- 
cionaria formada por los valores de la función aleatoria estacionaria X (1) con 
la función correlativa De-% lti cos wst, tomados cada intervalo A. 

La función correlativa de la secuencia.en cuestión se determina por la 
fórmula 


kim =De=2I MIS cos ga (all a, 
16 
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donde q, =e- “tios, en ¿28-008 Sustituyendo la expresión obtenida de 
la función correlativa de la secuencia en la fórmula (5.7.12) y sumando las 
progresiones geométricas, hallaremos la densidad espectral: 


di 2D. guetos 
¿0 (Mr 


E): (57.14 


Le dejamos al lector que por sí mismo demuestre que en el caso de una fun- 
ción correlativa más general (5.3.24) la densidad espectral se expresará por la 
fórmula que se diferencia de (5.7.14) solamente por el multiplicador adicional 
1 — iy en los sumandos con q, y por el multiplicador adicional 1-+ ¿y en los 
sumandos con q2- 


Las fórmulas 13) y (5.7.14) muestran que para todas las 
funciones correlativas tipo de las funciones aleatorias estacionarias, 
las densidades espectrales de las secuencias aleatorias estacionarias 
correspondientes son funciones racionales de la magnitud e^. 
Esto da razón para introducir en las fórmulas (5.7.4) y (5.7.8) en vez 
de o una nueva variable z = e'%3, Entonces, poniendo 


a= sto) e (Ema) (5.7.15) 
y toniendo en cuenta que dz = iz Ado, reduzcamos las fórmulas 
(5.7.4), (5.7.5) y (5.7.8) a la forma 
hp [tas (5.7.16) 
D= joii (66.7.17) 
A 


al)=37 Y kat (5.7.18) 


donde la integración se efectúa por las circunferencia C, de radio 
utiitario con centro en el origen de coordenadas en el plano de la 
variable compleja z. Esto se ve del hecho de que para todas las wœ 
reales, la variable z es en módulo igual a la unidad y su argumento 
varía do —a a a al variar @ de —x/8 a a/a. 

Las fórmulas (5.7.16), (5.7.17) y (5.7.18) se utilizan al lovar a ca- 
bolas investigaciones teóricas de la precisión de los sistemas auto- 
máticos discretos (de impulso); ellas no son cómodas para efectuar 
los cálculos prácticos. 

Con el fin de reducir las integrales de las fórmulas (5.7.4) y (5.7.5) 
a las integrales de las funciones racionales fraccionarias en los lími- 
tes infinitos de la forma (5.3.29), conviene introducir una nueva varia- 
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ble, poniendo e 
Ae (5.7.49) 


De aquí se ve que para los valores reales de o, la variable A es real 
y varía monótonamente de —oo a +00 al variar œ de —a/A a a/A. 
Además, A es función racional de z y, por lo tanto, para todas las 
funciones correlativas tipo y sus combinaciones lineales, las densi- 
dades espectrales de las secuencias aleatorias estacionarias corres- 
pondientes representan funciones racionales fraccionarias de A. De 
(5.7.19) se puede expresar la variable z en función de A: 


¿ea tA, (5.7.20) 
Derivando (5.7.19), hallamos 
dh=— do= (14 tg 22) Edo =$ (141) do, 
cos 
do donde 


Ado= tir- (5.7.21) 


En virtud de las fórmulas (5.7.20) y (5.7.21), introduciendo la desig- 
nación 


1 ih 
)=20 (Ez) - (5.7.22) 
podemos representar las fórmulas (5.7.4) y (5.7.5) en la forma 
m dk 
TFR 
D= | > (5.7.28) 


Esta integral se puede calcular por la fórmula (5.3.29). La fórmula 
para la función correlativa debe ser transformada, suprimiendo las 
magnitudes imaginarias en el denominador. Entonces obtendremos 
E KETA 

m= | Syr dA 
o bien, descomponiendo el numerador por la fórmula del binomio de 
Newton y teniendo on cuenta que la función 5, (A) os par y que la 
integral de la función impar en los límites simótricos con respecto 
al origon de coordenadas es igual a cero, 

DA a dà E 

y) CA > (5.7.24) 


E r~o 


CAPITULO $ 


Representaciones canónicas 
de las funciones aleatorias 


$ 6.1. Tipos de representaciones canónicas 


Para aplicar la Teoría de funciones aleatorias a los problemas 
prácticos, Lienen gran importancia las expresiones de funciones aleato- 
rios arbitrarias en función de objetos aleatorios más simples. Las 
magnitudes aleatorias escalares corrientes representan los objetos 
aleatorios más simples. En los $$ 3.8 y 3.9 vimos que las esperanzas 
matemáticas, las dispersiones y los momentos de correlación de las 
funciones lineales de una cantidad cualquiera de magnitudes aleato- 
rias se calculan muy sencillamente. Con ello, las fórmulas para las 
disporsiones y los momentos de correlación se simplifican considera 
blemente, si las magnitudes aleatorias de partida no están correlacio- 
nadas. Así, por ejemplo, para determinar la dispersión de la función 
lineal de diez magnitudes aleatorias debemos, en el caso goneral, cal- 
cular 100 sumandos, mientras que en caso de magnitudes no corro- 
lacionadas, es necesario calcular solamente 10 sumandos. Esta ven- 
taja de las magnitudes no correlacionadas crece rápidamente al 
"amenter el número do las mismas. Por eso, naturalmente, surgo la 


iden de procurar representar la función aleatoria arbitraria X(f) 
en la forma 
X (1) = my (t) + Y Vozy (t), (6.4.1) 
E 
donde V,, Va, . . . son magnitudes aleatorias no correlacionadas cuya 


esperanzas matemáticas son iguales a cero. Los coeficientes adjuntos 
a las magnitudes aleatorias V, dependen, evidentemente, de la varia- 
ble 2, es decir, son funciones (no aleatorias) de la variable £. A toda 
representación de una función aleatoria en forma de wna combina- 
ción lineal de magnitudes aleatorias no correlacionadas la llamaremos 
descomposición canónica de la misma. A las funciones aleatorias Vy 
las denominaremos coeficientes aleatorios de la descomposición canó- 
nica y a las funciones zy (1), funciones coordenadas. 

Expresando la función aleatoria X (£) por la descomposición 
canónica, se puede hallar también la descomposición correspondiente 
para su función correlativa. Para ello pongamos en (6.1.1) £ = t’: 


X0)=ma(0)+ È Ve (0). (64.2) 
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Para cualesquiera valores fijos de £ y 2, las magnitudes X (£) y X (4) 
determinadas por las fórmulas (6.1.1) y (6.1.2) representan las fun- 
ciones lineales de unas mismas magnitudes aleatorias no correlacio- 
nadas V,. Por lo tanto, el momento de correlación de las magnitudes 
aleatorias X (ż) y X (ť') para cualesquiera valores fijos de t y t’ se 
puede calcular por la fórmula (3.9.8). Como resultado obtendremos 
para la función correlativa de la función aleatoria X (f) la fórmula 


K, (t, t’) -3 Dit (1) 3 (0). (6.1.3) 


donde D, son las disporsiones de las magnitudes aleatorias Vy: Al 
deducir la fórmula (6.1.3), admitimos que en el caso general los 
coeficientes de la descomposición canónica V, y las funciones coorde- 
nadas zy (£) pueden ser complejos, puesto que en los problemas prác- 
ticos conviene frecuentemente representar las funciones reales por 
series con términos complejos. A título de ejomplo puede servir la 
descomposición de la función real on la serie de Fourior con términos 
complejos. 

A toda descomposición de la función correlativa de la forma 
(6.1.3) la llamaremos descomposición canónica de la misma. 

Poniendo en la fórmula (6.1.3) Y = t, obtendremos la descom- 
prg correspondiente para la dispersión de la función aleatoria 

08 


Ds (t) = Kx (t, t) = 3 Dela (0) P- (6.4.4) 


EL ruido blanco representa el tipo más simple do una fuución 
aleatoria. Por eso se puede suponer que muchas operaciones sobre 
una función aleatoria arbitraria se harán más simples, si esta (unción 
aleatoria se expresa on función del ruido blanco, En el ejemplo 5.4.1 
vimos que el ruido blanco se puede representar en forma do una secuen- 
cia continua de impulsos aleatorios infinitesimales no correlacio- 
nados cada uno de los cuales tiene una dispersión infinitesimal. 
Por eso la expresión de la función aleatoria en función del rui 
blanco es la extensión de la representación de su des 
canónica (6.1.1) para el caso de sumandos infinitesimales. Como 
resultado, la suma en (6.1.4) será sustituida por una integral y obten- 
«remos la reprosentación de la fu aleatoria X (0) en la forma 

» 
X0)=m:(0+ f V()z(, A) d}, (6.1.5) 
i 


donde V (2) es el ruido blanco de parámetro À que varía en el inter- 
valo 41 < A< A. A toda representación de una función aleatoria 
en forma de integral (6.1.5) la llamaremos representación canónica 
integral de la misma. A los funciones z (t, 4) de la variable £, corres- 


248 Cap. 6 Representaciones canónicos de tunciones aleatorias 


pondientes a distintos valores fijos del parámetro ). en el intervalo 
(Ms, àa), las denominaremos funciones coordenadas de la representa- 
ción canónica integral. 

De la representación canónica integral (6.1.5) de la función aleato. 
ria X (t) se deduce fácilmente la representación correspondiente de 
su función correlativa, Con ello, teniendo en cuenta que los sumandos 
elementales V (4) < (t, 2) d (A) en la expresión (6.1.5) pueden ser 
complejos, a pesar de que la propia función aleatoria X (f) es real, 
vamos a pasar en la fórmula (6.4.5) a las magnitudes conjugadas com- 
plojas, sustituyendo en esta fórmula £ por £'. Entonces obten- 


dremos 
ES 


X()=m:(0)+ l VINE, Far. (6.4.6) 
M 
'ransponiendo en las fórmulas (6.1.5) y (6.1.6) la esperanza mate- 


mática al primer miembro y multiplicando los valores obtenidos 
de la función aleatoria centrada, tendremos 


» 
xx] (VOTO 2, NIT ddr. (64.7) 
qe 
Ahora, teniendo en cuenta la definición (4.2.13) do la función co- 
rrolativa de una función aleatoria compleja, expresemos la función 
correlativa del ruido blanco V(A) por la fórmula 


Ko ld, 2)=MIV 0) V= G 0)50.—1.). (6.4.8) 


donde G (A) es la intensidad del ruido blanco VQ). De la fórmala 
(6.1.7), en virtud do (5.1.8), obtenemos 

12% 
Kx (t, waj ES (h, 4) we) KY dà di = 


fe 

rg 

=| [60)50—=1) 2, EU KAAN, (6.1.9) 
ú 


Cumpliendo aquí la integración con respecto a A”, obtendremos de- 
finitivamente 


de 
Kxlt, = je, NEC j dh. (6.14.10) 
ña 


Esta fórmula ofrece la representación canónica integral de la función 
correlativa de la función aleatoria X(%). 
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Poniendo en la fórmula (6.1.10) £ = 1”, obtendremos la siguiente 
fórmula para la dispersión de la función aleatoria X(/): 


4 
Ds (=K (t, = | GO) |26, 1) ah (64.11) 
d 


La fórmula (6.1.5) muestra que la representación canónica inte- 
gral de la función aleatoria la expresa en forma de una combina- 
ción lineal de magnitudes aleatorias infínitesimales no correlacio- 
nadas V(A) dà con los coeficientes z(t, A) dependientes de t; con ello, 
la dispersión de la magnitud aleatoria V (A) dà es igual a G (1) di. 
Aplicando la fórmula (3.9.7) para la dispersión de una combinación: 
lineal de las magnitudes aleatorias no correlacionadas y sustituyen- 
da la suma por la integral, obtendremos precisamente la fórmula 

1.44). 

Las descomposiciones espectrales de funciones aleatorias esta- 
cionarias, examinadas en el capítulo precedente, son tipos particu- 
lares de las representaciones canónicas integrales del tipo (6.1.5). 


§ 6.2. Descomposición canónica de una función aleatoria 


Sean V, (v = 1, 2, . . .) magnitudes aleatorias no correlaciona- 
das arbitrarias con esperanzas matemáticas iguales a cero y dis- 
persiones iguales a Dy: 


M \Vs)=0, MIY.V,]=0 si pe] 


Dy= MV]. pa 
Hallemos las condiciones en las que la función aleatoria X (t) puede 
sor representada por la descomposición canónica (6.1.1) cuyos coefi- 
cientes deben ser dichas magnitudes aleatorias Vy. Para esto escri- 
bamos la fórmula (6.1.1.) en la forma 


X= Y Voto (t). (6.2.2) 

A 
Suponiendo que esta descomposición ha sido obtenida, tendremos 
MIX (9V,]= X MV Vy] zo (1). (6.2.3) 

E] 


En virtud de (6.2.1) todos los términos de esta suma son iguales 
a cero, a excepción de uno para el cual el índice de adición v es igual 
a p. Por lo tanto, las fórmulas (6.2.3) y (6.2.1) dan 


MIX" (0) Vp} = Dyãy (0). (6.2.4) 
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De donde hallamos 
a= 3 MIX OVA n4, 2, > 


Ahora bien, para que la función aleatoria X (t) pueda ser representa- 
da por la descomposición canónica (6.4.1), es necesario que todas las 
funciones coordenadas z (£) se expresen por la fórmula (6.2.5), es 
decir, sean iguales a las relaciones entre los momentos de correlación 
de la función aleatoria X° (t) con las magnitudes aleatorias V, y las 
dispersiones de las magnitudes correspondientes Vp. 

La fórmula (6.2.5) muestra que para hallar la descomposición 
canónica de la función aleatoria X (t) tiene sentido tomar solamento 
tales magnitudes aleatorias V, que estén correlacionadas con la 
función aleatoria X (t). Si cualquiera de las magnitudes aleatorias V, 
no está correlacionada con la función aleatoria X (2), entonces la 
función coordenada correspondiente zy (t), de acuerdo con la fór- 


El tipo más simple de magnitudes aleatorias, correlacionadas con 
la función aleatoria X (t), son las combinaciones lineales de sus 
valores para los valores del argumento £ que nos interesan. Por eso, 
para representar la función aleatoria X (t) por la descomposición 
canónica en el intervalo a<£< $ conviene determinar las magni- 
tudes aleatorias V, por la di > 


V,= j 0 X° (0) dt, (6.2.6) 


à 
donde a, (£) son ciertas funciones que deben ser elegidas de modo que 
los magnitudes V, estén no correlacionadas. 

Cambiando en la fórmula (6.2.6) la designación de la variable 
de integración y sustituyendo la expresión obtenida en la fórmula 
(6.2.5), tendremos 


MM [xg fa exea ]= 


Ta ()= 


B 
Jal) MIX) Xy ar (6.2.7) 


e 


o bien 


B 
į a(t) Ko lt, 0) de. (6.2.8) 


_*) Teniendo en cuenta que las magnitudes aleatorias V, pueden ser com- 

lojas, para que los cálculos ulteriores sean más cómodos, determinamos las 

Funciones a, (9 de modo que en (6.2.6) bajo el signo integral haya fucionos 
conjugadas complejas a, (2). 
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Esta fórmula expresa las funciones coordenadas Ty (+) por medio de 
las funciones 4, (1) y la función correlativa de la función aleatoria. 
X 


Para deducir las condiciones a las que deben satisfacer las fun- 
ciones a, (£) con el fin de que las magnitudes aleatorias V,, determi- 
nadas por la fórmula (6.2.6), sean no correlacionadas, escribamos en 
virtud de (6.2.5) 


B B 
MW V= | KOMT D, | aOd (62.9) 
a a 
De aquí se ve que para que las magnitudes aleatorias V, sean no co- 
relacionadas y sus dispersiones sean iguales a los números correspon» 
dientes D, las funciones a, (£) y zy (1) deben satisfacer las condicio- 
nes 


B 
| 2,0 2, Hd si pv, (6.2.40) 
A 

[Da (0d= 3 (6.2.41) 


à 


Comúnmente estas condiciones se escriben brevemente en la forma 
B 
j T) zy (0) dt = ôyp, (6.2.12) 
pl 


donde yu es una magnitud igual a la unidad cuando los índices son 
iguales e igual a cero cuando los índices son diferentes (Syy = 1, 
Sm =0 para u v). 

Generalmente la igualdad (6.2.12) se llama condición de biorto- 
gonalidad de dos sistemas de funciones zy (t) y ay (i). 

Así pues, para que las magnitudes aleatorias Y, determinadas por 
Ja fórmula (6.2.6), sean no correlacionadas y al mismo tiempo la 
función aleatoria X (t) pueda ser representada por la descomposición 
(6.4.1) es necesario que las funciones a, (f) y las funciones zy (2) 
determinadas por la fórmula (6.2.8) satisfagan la condición de bior- 
togonalidad (6.2.12). Es evidente que las condiciones (6.2.8) 
y (6.2.12) son también suficientes para que las magnitudes aleatorias 
V, determinadas por la fórmula (6.2.6), sean no correlacionadas, pero, 
desde luego, esto no demuestra todavía, que, al cumplir las condicio- 
nes (6.2.8) y (6.2.12), la función aleatoria X (1) puede ser represen- 
tada por la descomposición canónica (6.1.1). 

Mostremos ahora que se puede hallar un sistema de pares de 
funciones a, (£), z4 (t) que satisfagan las condiciones (6.2.8) y (6.2.42). 
Para esto tomemos una secuencia arbitraria de funciones independ 
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tes linealmente f, (0), fa (0, «+ fa (8, - . .*) y determinemos las 
magnitudes aleatorias 


B 
U=| FOX (r=1,2,...). (6.2.13) 


Las magnitudes aleatorias centradas correspondientes se expresarám 
por una fórmula análoga 


B 
0 FOX gda (1,2... (6.2.14) 
è 


Hallemos las dispersiones y los momentos de correlación kp, de 
las magnitudes aleatorias U, Uz ... En virtud de la definición 
(3.7.6) y la fórmula (6.2.14) tenemos 


BB 
ku=M (UIT = i į TO fs (2!) MX (1) X (1) dede (6.2.15) 
o bion e 
AB 
kn= j | FOLO Kalt, tydi? (r, s=1, 2,...) (6.2.16) 
nu 
Introduciendo, para mayor comodidad, las funciones 
B 
2 ()= MESA tja!  (s=1,2,...).  (6.2.17) 
è 
y tomando en consideración que debido a la simetria de la función 
correlativa 
E H == 
17 Kalt, 1)d= | 10 Ka’, 0 de=3 (0). (6.248) 
E à 
podemos escribir la fórmula (6.2.16) en la forma 


a.) (6.2.49) 


B B 
(TO (00= FOA (1,5=1,2 


Ahora podemos construir el sistema de funciones aleatorias no co- 
rrelacionadas V,, procediendo del modo siguiente. La primera fun- 
ción aleatoria V, puede sor elegida arbitrariamente, por ejemplo, so 


*) Las funciones fi (t), h t), ~- ~» fa (1), + - - se denominan E 
linealmente, si para ningún valor do n y ninguno de los valores cs, cs, . - 
distintos do coro. la combi ación lineal de estas funciones esf GFT 

++ cun (£) es idénticamonte igual a cero. 
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puede tomar V, = U?. La segunda magnitud V, debo ser elegida de 
modo que sea no correlacionada con V,. Para esto es suficiente tomar 
Y, = cn V, + U? determinando el coeficiente ca, de la condición 
de no correlatividad de V; con V,, etc. La magnitud V, debe satis- 
facer v —1 condiciones de no correlatividad con V, . . ., Vw. Para 
satisfacer estas condiciones, basta tomar por V, la suma de la mag- 
nitud U3 y de la combinación lineal de las magnitudes V,, ... 
=., Vo, Con coeficientes indefinidos. Ahora bien, pongamos 


v,=U% 


Va=cpV 1 +U (6.2.20) 


Vic Viera eV gar HUS 


y determinemos el coeficiente cs de la condición de no correlativi- 
dad de las magnitudes V; y V, y, en general, para cualquier v deter- 
'minemos los coeficientes cv Cya, + » «y Cv, ya de la condición de no 
correlatividad de la magnitud V, con Ve, Va, + »» Vys, Para hacer 
esto, despojemos sucesivamente Us. 0%, .... dh on la ecuación 
46.2.20): 


Ui=V,, 


U= —omVi+Vo, 


Ahora, suponiendo que todos los coeficientes c.y están determinados 
de modo que las magnitudes V,, Vz sean no correlacionadas, expre- 
somos las dispersiones y los momentos de correlación de las magnitu- 
des aleatorias Uy, U?, . . . con ayuda de las fórmulas (3.9.7) y (3.9.8). 
Como resultado obtendremos 


xa 

ku= Di kw= X |e? Dui Dy (v=2, 3, ..;) (6.2.22) 
Ái 

ky=-=c4D; (v=2,3,...) (6.2.23) 

kya = cva Dit +. H Cv. oi iD — Co Da (6.2.24) 


(u=2, ..., vi; v $ 


Como las dispersiones y los momentos de correlación kw, de las 
magnitudes aleatorias U, son conocidos, entonces las fórmulas 
46.2.22), (6.2.23) y (0.2.24) pueden ser consideradas como ecuaciones 
«que determinan los coeficientes incógnitos cyų y las dispersiones Dy 
de las magnitudes aleatorias V,. Resolviendo sucesivamente estas 
ecuaciones, obtendremos las siguientes fórmulas de recurrencia para 
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las magnitudes Dy, cyu: 


Di¡=ku =p (+==2, 3...) J 
vol | 
bo — Y e, e 
Dy= kw X, lov? Da 6523.) f as 
pa 
-3 > p=2, a v—1, 
tump (2 eaP ka) ¡ia 
Por estas fórmulas se puede determinar sucesivamente las magnitu- 
des Di, Cvi, Da» Cyn Das Cva » - - Como resultado serán hallados todos 


3 
los coeficientes cy, en las fórmulas (6.2.20) y las dispersiones de las 
magnitudes aleatorias no correlacionadas Vy. Empleando el proce- 
dimiento expuesto, se puede construir el sistema de magnitudes alea- 
tarias no correlacionadas partiendo de cualquier sistema de magni- 
tudes alcatorias independiente linealmente. Ya hicimos uso de este 
procedimiento en el $ 3.11, donde en vez de cy eran los cooficien- 
tos Pou = Cu 

Sustituyendo en (6.2.20) la expresión (0.2.14) de las magnitudes 
aleatorias centradas U?, expresemos las magnitudes aleatorias V, 
g Ja fórmula (6.2.6) donde las funciones a, (t) se determinan por 
las fórmulas 


val 
att) =f (t) art) = Z enta (+1 (v=2,3,...). (6.2.26) 


Sustituyendo estas expresiones en la fórmula (6.2.8) para p = 
= 1, 2, . . . y teniendo en cuenta (6.2.17), obtendremos 


yi 
noH, n= [2 beH] (62.27) 
K 


(v=2, 3, 


Así pues, el método expuesto ofrece la posibilidad de hallar tal 
sistema de funciones a, (t), que las magnitudes aleatorias correspon- 
dientes V,, determinadas por la fórmula (6.2.6), sean no cotrelacio- 
nadas, y el sistema correspondiente de funciones coordenadas zy (1), 
determinadas por la fórmula (6.2.8). Estas funciones a, (£) y zy (1) 
satisfacen la condición de biortogonalidad (6.2.12), puesto que esta 
condición, como hemos visto, es consecuencia de la no correlativi- 
dad de las magnitudes aleatorias V, y de la fórmula (6.2.5) que en 
este caso tiene la forma (6.2.8). Le dejamos al lector que por sí mis- 
mo lleve a cabo la comprobación dirocta del hecho de que las funcio- 
nes a, (t) y z, (i), determinadas por las fórmulas (6.2.25), (6.2,26) 
y (6.2.27), satisfacen la condición de biortogonalidad (6.2.12). 
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Eligiendo diversas funciones iniciales f, (£) de las cuales se exige 
solamente la independencia lineal, obtendremos diferentes sistemas 
de paros de funciones a, (t), zx, (2) que satisfacen las condiciones 
(6.2.8) y (6.2.12). Ahora bien, debido a la arbitrariedad de las funcio- 
nes iniciales f, (t) se puede por una infinidad de procedimientos 
determinar las funciones a, (t), z, (t) que satisfacen las condiciones 
(6.2.8) y (6.2.12). 

Puesto que las realizaciones de la mayoría de las funciones 
aleatorias que se encuentran en la práctica tienen carácter oscilato- 
rio, prácticamente es conveniente elegir en calidad de funciones de 
partida f, (f) funciones trigonométricas, correspondientes a distin- 
tos períodos, o los productos de las funciones trigonométricas por las 
funciones exponenciales escogidas de un modo correspondiente. Por 
ejemplo, al elegir arbitrariamente la sucesión de frecuencias O4, 
Oas. >., Op + + » cuando (0, > 00, se puede tomar 


fi (H >= 4, fan (0) = sen Out, fenya (1) Cos (ont (6.2.28) 
(n=1, 2, ...). 
Al escoger las Irecuencias œp, (02, - . -, es necesario solamente preo- 


cuparse de que las funciones (6.2.28) sean linealmente independien- 
tes en el correspondionte intervalo de variación de la variable £. 
Por lo demás, la elección de las frecuencias œ, no se limita en nada. 
Para resolver algunos problemas de la Teoría de mando automático 
es conveniente añadir a las funciones (6.2.28) aún las funcionos delta 
con las particularidades en los extremos del intervalo de integración 
ô (t — a), 6 (£— $) y sus derivadas hasta un orden determinado. 

Ejemplo 6.2.1. Hallar la doscomposición canónica de la función aleatoria 
9 Son esperanza matemática ¡dénticamente igual a cero y la función corro- 


Ky (t, C) Dett", 
en el intervalo 0 < £ < T. 

Una vez determinadas las funciones f, (4) por las fórmulas (6.2.28), hallamos 
por la fórmula (6.2.47) las funciones z, (f)- Teniendo en cuenta que en esto caso 
a= 0, f= T, obtendremos 

T š T 
(=D | tao À | car y | ena ae) m 
5 i 


ù 


y análogomente 
T 


on (D | son ont de= 
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T 
alien esp De E 
Zen (=D fe lt cos ont’ dt a [20 unt—e a 
tj 


0400 (cosont— s 7) ] =t, 2 o 


Sustituyendo las expresiones obtenidas y las (6.2.28) de las funciones f, (1) 
<n la fórmula (8/2.48), hallamos los momentos de correlación de las magníttdos 
aleatorias U, determinadas por la fórmula (6.2.13). Con ello, todas las integ 
les (6.2,13) se calculan en este caso de un modo absolutamente elemental. Para 
abreviar, nos limitaremos al caso cuando las frocuencias «y se han elegido múlti- 
ples do la frecuencia fundamental w, = 2x/7 correspondiente al periodo 7: 


Or = kor = 2a4/7 k= 


En osto caso cos oT = 1, sen w,7 = O y Ja fórmula (6.2.19) da 


z 
fij f n (ät Tam, 
è 


T 
ki, m= kan, 1= j zan (1) dt=0, 
ù 


T 


Leon, 
kr ansi=m kans = | inn (09 de PEGA 
š 


2 
ao, 


7 
De El i 

Kana, amare | tonsa (9) cos ont dimor [TU]. 

] ī șa 


T 
2D08 (4-01) 
Kanst, mes = j žan +1 (1) cos Omt dt = -aere A 


20%, 
kan, = Zen (f) sen wnt a [+ As AE 


a 


konsome = kamsi, n =0 (n, m1, 2, .. 


Una vez determinados los momentos de correlación kre, calculamos, por las 
fórmulas (6.2.25), sucesivamente las magnitudes Ds, cyp, Da, ys, Das Ca -+ + 
Con, ello, nos convencemos de que en este casa todos los coeficientes cyu, con 
los índices de disti idad, son iguales a cero. Por fin, con ayuda de las 


inta paridad, 
Tórmulas (6.2.26) y (6.2.27) hallamos las funciones a, (£) y las funciones coor- 
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denadas z, (1): 
a,(f)=1, a()=senogt, as (t)=ca H cos ost, 


ns 
tan (= 2 Can, magm (1) +sen ont, 

asn (= D amt, amatm —s (6) +008 con (n=2, 3, ...), 
aos, 20-32, 


za ()= 
m1 


[D enmen 60] 
= 


Sapos (0) +29 (0 
Da 4 


zenni 0 [ Y eens amizni OH 0) =z 5, 02). 
Dini L 2 


$ 6.3. Fórmula para el término residual 
de la descomposición canónica 


La precisión con que la función aleatoria viene representada por 
el segmento final de la descomposición canónica se puede estimar 
por la magnitud relativa de la esperanza matemática del cuadrado 
del módulo del término residual o bien, lo que es lo mismo, de la 
dispersión de este término. Poniendo 


A 
Rn (t) = X° (1) — > Vyz, (t), (6.3.4) 

podemos escribir E 

M 1 | Rn (t) P1 =M [Ra (t) Ra (01 = M 1 | X° (8) 1°33 — 


MO) VAR HM (T Vo] z (0)) + 


+ 2 MVTR (63.2) 
o bien, teniendo en cuenta (6.2.1) y (6.2.5), 
M i| Ra (D P= Da) — Y Wa (07 (0) + Dyz) 2 (0) + 


a a 
+ È Dyzs (t) ze) = Dx ()— Y Dila(0P. (6.3.3) 
A a 


Ahora bien, la dispersión del término residual de la descomposición 
canónica (6.1.1) de la función aleatoria X (č) se expresa por la fór- 


170938 
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mula 
MURO P=D0— X Dile (0 E. (6.3.4) 


Como una característica práctica cómoda de la precisión con que 
la función aleatoria viene representada aproximadamente por el 
segmento final de su descomposición canónica sirve el error relativo 
en la dispersión de la función aleatoria 

MH Ra (0) 3 
e (6.3.5) 

Si la dispersión del término residual tiende a cero cuando n — o0 
para todas las ¿ en el intervalo «<< f: 

lim MIR (OPI=0  (a<1<B), (6.3.6) 


entonces se dico quo la descomposición (6.1.1) converge en la media 
cuadrática en el intervalo a < t < P. Se puede demostrar que para 
cualquier función aleatoria con dispersión finita existe una infinidad 
de descomposiciones canónicas que convergen en la media cuadrática 
a esta función aleatoria en el intervalo finito asignado de antemano. 
Aquí nos limitaremos a la demostración de esta afirmación para un 
tipo particular de descomposiciones canónicas cuando en calidad de 
coeficientes aleatorios de la descomposición V, se eligen las combina- 
ciones lincales de los valores de la función aleatoria centrada X° (t) 
en la serie discreta de puntos de intervalo a < t < $ *) 

Eligiendo como magnitudes aleatorias V, las combinaciones linea- 
les de los valores de la función aleatoria centrada X“(t) en una serie 
discreta de puntos ty, tz, - « -, tn, dispuestos en el intervalo a< t < f, 
podemos tomar la primera combinación indicada de un modo absolu- 
tamente arbitrario; la segunda combinación debe someterse a una 
única condición de no correlatividad con la primera, etc.; la enésima 
abrasión lineal debe ser no correlacionada con las n — 1 ante- 
riores. 

Como resultado expresaremos los valores de la función aleatoria 
X (t) en los puntos ty, ty, . . -. fn por la descomposición canónica 
(6.1.1) que contiene n sumandos sin contar la esperanza matemática 
me (t). Dejando al lector que obtenga él mismo por tal vía la doscom- 
posición canónica de la función aleatoria X (t) en la serie discreta de 
puntos fy, ta, . . - ty, observemos que esta descomposición canónica 
se obtendrá de las fórmulas generales deducidas anteriormente, si 
las funciones a, (1) se determinan en forma de combinaciones linea- 


»)_El lector puede hallar la demostración para el caso general en el libro 
de V. S. Pugachev «Teoría de funciones aleatorias y su aplicación en los probl e- 
mas del mando automático», Fizmatguiz, 1962, $ 60. 
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les de las funciones delta correspondientes 


a ()= 2 ayn (t — ta). (6.3.7) 


Para esto es suficiente tomar en calidad de funciones f, (f) las com= 
binaciones lineales arbitrarias de las mismas funciones delta: 


0) -È Ís (t— trih (6.3.8) 


donde fx son coeficientes arbitrarios, Es evidente que para cual- 
quier n finita existen solamente n combinaciones linealmente indepen- 
dientes de funciones delta del tipo (6.3.8). En particular, en la fórmula 
(6.3.8) se puede poner f,=1, f = Ô cuando h = r (r = 1, 2, . . nn). 

Sustituyendo la expresión! (6.3.8) en las fórmulas (6,2. 17) y (6.2.19), 
determinemos las funciones z, (1), así como las dispersiones y los 
momontos de correlación de las magnitudes aleatorias U, (r = 
= 1,2, . . . n). Luego, determinando por las fórmulas (6.2.25) los 
cocficientes cva y las dispersiones D, de las magnitudes aleatorias 
V, (v ‘= 1, 2, . ., n), halfaremos con ayuda de las fórmulas (6.2.26) 
los coeficientes a» en la fórmula (6.3.7). A continuación, sustituyen- 
do la expresión (6.3.7) en (6.2.6) y (6.2.8) y cumpliendo la integración 
[teniendo en cuenta la fórmula (2.2.6), reduzcamos las fórmulas 
(6.2.6) y (6.2.8) correspondientomente a la forma 


Vy -5 DaX? (ta) (v=4,..., 1, (6.3.9) 


a= Y akel, i) (w=1, 2, 00m). (6-340) 


La condición de biortogonalidad (6.2.12) toma la forma 
h 
Y amtalta)=5 (V, pæ, an). (6.3.11) 
e 


Por fin, la descomposición canónica (6.1.1) de la función aleatoria 
X (1) toma la forma 


X (t) = mx (04 Y Vito (Oo (6.3.12) 
E 


Demostremos que esta igualdad es exacta en todos los puntos fi 
la ta» Para osto, en virtud de (6.3.9), escribamos 


h . á 
D Vozy (a) = Y Y aX (fa) £e (6) = 
A Ah 


0 Š Tant) E 


260 Cap. 6 Representaciones canónicas de funciones aleatorias 


Poniendo, para abreviar, 


Dr = E, Onze (ta) (h, k=1, 2, ..., n) (6.3.14) 


podemos escribir la igualdad (6.3.13) en la forma 
» a 
2 Vyts (ta) = È, om Xe (tn) (k=4,...,n). (6.3.15) 


Tomemos ahora las igualdades (6.3.11) correspondientes al valor 
fijo del índice v: 


lyts (41) + Aya (t2) +... + yn (n) = 0, 


Aya ( bi) F gras (t) +.. 
ysty (t1) + avay (lo) + 
Artes (ls) H yaa (t) + 


ay ln (h) + aye £n (a) +- - -F avn n (n) = Ò 


o | ©8410 


Multiplicando la primera de estas ecuaciones por am, la segunda 
por am y, en general, la p-ésima ecuación por 4. y sumándolas, 
obtendremos en virtud de (6.3.14) 


Gybr + aya bra +. + aynbin = ayn. (6.3.17) 


Asignando aquí al índice v los valores v = 1, 2, . . ., n, obtondremos 
un sistema de ecuaciones algebraicas lineales que determina las 
magnitudes incógnitas ba, correspondientes al valor dado del indi- 
ce h. Ès evidente que el sistema de ecuaciones (6.3.17) correspondien- 
tes a v = 1,2,...,n, tiene la solución 


brr =4, ba =0 si kh. (6.3.18) 


Esta solución es única, puesto que debido a la independencia lineal 
de las funciones ay, el determinante del sistema, de ecuaciones (6.3.17), 
compuesto de los coeficientes ay, (v, k = 1, 2, . . ., n), no es igual 
a cero. Asignando al índice h en (6.3.18) todas! los valores posibles 
h=4,2, n, hallaremos todos los coeficientes ba». Ahora bien, 
las magnil Ban, determinadas por la fórmula (6.3.14), con los 
mismos índices > y k son iguales a la unidad y las demás son iguales 
a cero. Por consiguiente, la fórmula (6.3.15) toma la forma 


` Vyts (ta) = X° (ta) (k=1, 2, -.., 2). (6.3.19) 


Así pues, nuestra afirmación que la fórmula (6.3.12) representa 
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exactamente la función aleatoria X (f) en los puntos fy, tz, ---, ta 
queda demostrada. 
La fórmula (6.3.19) muestra que en todos los puntos ti, ..., ta 


la función aleatoria X (£,) se expresa exactamente por la descom- 
posición canónica que contiene n términos. Por lo tanto, la dis- 
persión del término residual R, (£) en este caso es igual a cero cuando 
t= tn las >» > tn: En ol caso de una función correlativa continua 
las funciones coordenadas zy (£), determinadas por la fórmula 
(6.3.10), también son continuas, debido a lo cual también la disper- 
sión del término residual X», (£) es función continua de t. Por-eso; 
eligiendo n lo suficientemente grande, podemos disponer los puntos 
ti te ...» tn de un modo suficientemente denso en el intervalo 
a< t< p para que la dispersión del término residual sea tan peque- 
ña como se quiera en todos los puntos del intervalo a< (<P. 
Ahora bien, al aumentar ilimitadamente el número de puntos en el 
intervalo a< t <P de modo que la distancia máxima entre los 
puntos vecinos tienda a cero cuando n —> œ, obtendremos la descom- 
posición canónica de la función aleatoria, la dispersión de cuyo tér- 
mino residual tiende a cero cuando n— co, para todos los valo- 
yes de £ en el intervalo a< £< f. Como consecuencia de la arbi- 
trariedad de los coeficientes f,, en la fórmula (6.3.8), podemos 
obtener una infinidad de tales descomposiciones canónicas con- 
vergentes. 

Así pues, hemos demostrado que toda función aleatoria que tiene 
una función correlativa continua puede ser representada en cualquier 
intervalo finito, valiéndonos de una infinidad de procedimientos, 
por una descomposición canónica que converge a ella en la media 
cuadrática. 

Está claro que para la práctica tiene importancia no la convergen- 
cia de la descomposición canónica, sino la posibilidad de obtener 
un error medio cuadrático de representación de la función aleatoria, 
por un número pequeño de primeros términos de la descomposición 
canónica, lo suficientemente pequeño. En lo que a esto atañe, convie- 
ne observar que las perturbaciones aleatorias de entrada de los 
sistemas automáticos, como regla, no pueden ser reprosentadas con 
precisión admisible por un número pequeño de términos de la descom- 
posición canónica. Sin embargo, en este caso el sistema que se exami- 
na deja pasar de ordinario sólo un pequeño número de primeras fun- 
ciones coordenadas y, debido a su capacidad de inercia, no deja pasar 
la mayor parte de dichas funciones. Por eso, para investigar la pre- 
cisión de los sistemas automáticos, es suficiente de ordinario tomar 
en las descomposiciones canónicas de perturbaciones de entrado un 
número relativamente pequeño de términos (de 20 a 30), a pesar de 
que con ello se obtiene una precisión muy baja de representación de 
las propias perturbaciones aleatorias indicadas. 
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$ 6.4. Construcción de la descomposición canónica 
de una función aleatoria por la descomposición canónica 
de su función corel. 


En los problemas prácticos se logra a veces hallar con relativa 
facilidad Ja descomposición canónica (6.1.3) de la función correlati- 
va. Demostremos que a esta descomposición le correspondesiempre 
la descomposición canónica de la propia función aleatoria con las 
mismas funciones coordenadas. Supongamos que se logró representar 
la función correlativa de la función aleatoria X (£) por la descompo- 
sición canónica 


Ke(t,1)= A Ders) 2 (0). (6.4.1) 


Supongamos que esta descomposición representa la función correla- 
tiva en el cuadrado a < 1, t’ < P. Demostromos que a la descomposi- 
ción (6.4.1) le corresponde la descomposición canónica de la función 
aleatoria X (t) en el intervalo (a, $) con las mismas funciones coor- 
denadas: 


X()=mx (0 + P Vyts (t). (6,4,2) 


Para la demostración basta hallar un sistema de funciones a, (£) 
que satisfagan, junto con las funcionos zy (t), las condiciones (6.2.8) 
y (6.2.12) en el intervalo (a, $). Entonces las magnitudes aleatorias 
V,, determinadas por la fórmula (6.2.6), serán no correlacionadas 
y sus dispersiones serán iguales a los números correspondientes de D y. 
Con ello, la dispersión dol término residual de la descomposición 
(6.4.2) tenderá a cero para todos los valores de £ en el intervalo (a, P), 
en virtud de las fórmulas (6.8.4) y (6.4.4). 

Para abreviar, introduzoamos para las integrales del producto 
de dos funciones la designación 


h 
w 9=jevvWa (6.4.3) 


Esta expresión se denomina comúnmente producto escalar de las 
funciones q (1) y (6), por analogía con la expresión corriente del 
producto escalar de vectores en el sistema de coordenadas cartesianas 
rectangulares. Las funciones y (£) y wp (£) se llaman ortogonales si 
su producto escalar es igual a cero: 

(e, Y) =0. 


Primeramente hallemos el sistema de funciones auxiliares g, (f), 
ga (i). - - -> En (£) que poseen la propiedad de ser-cada una de ellas 
ortogonal a todas las funciones zy (£) con números menores y no ser 
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ortogonal a la función zy (t) con el mismo número: 
(Eu Tp) =0 (p< vw), (Ey, 21) 40 (v=1,2,...). (6.4.4) 
Para esto tomemos una función arbitraria f; (1) que satisfaga la 


condición 
Qu a) 0, (6.4.5) 
OS (6.4.6) 


Luego tomemos una función arbitraria fs (t) independiente linealmen- 
te de fı (£) y pongamos 

Ba (£) = basg, (0) + fe (0). (6.4.7) 
En virtud de (6.4.5) y (6.4.6), el coeficiente ba, se puede elegir de 
modo que la función ga (£) sea ortogonal con respecto a z, (1). Multi- 
plicando la igualdad (6.4.7) por z, (£) e integrando en los límites de 
a a $, obtendremos 


(82, 21) = Das (Br, 21) + Un 21). (6.4.8) 
Igualando esta expresión a cero, hallamos day; 


y pongamos 


(6.4.9) 


Luego hallamos la magnitud (ga, z). Si esta magnitud resulta ser 
igual a cero, es necesario cambiar la elección de la función fa(t) para 
satisfacer la condición (ga, z2) + 0. Prosiguiendo de tal modo, supon- 
gamos que han sido halladas las funciones £4 (f), ge (0, +, Ea- (8) 
que satisfacen las condiciones (6.4.4). Tomemos una función arbitra- 
ria fn (t) linealmente independiente de f; (t), fa (£), + <<» fas (0) y s0- 
pongamos que 


Enlt) = baigi (t) ++ bn. n-iën -1 (1) + fn (t). (6.4.10) 
Multiplicando esta igualdad por 7, Q), integrando en los límites de 


a a P y teniendo en cuenta que las funciones ga (£), . . . 8.1 (t) son 
ortogonales con respecto a z, (f), obtendremos 
(Bn, 21) = bns (Ei 24) + Uno 21). (6.4.11) 
Igualando a cero osta expresión, hallamos 64: 
ann) i 
dm= Aa, (6.4.12) 


Miltipliquemos ahora la igualdad (6.4.10) por Zp (f) (1 < n) e inte- 
gremos en los límites de q a fP. Entonces, tomando en consideración 
que las funciones g+ (f), - - -» Zn- (£) son ortogonales con respecto 
a za (t), obtendremos 


(Ens Zu) = Dn (En Zu) 


Eont ban (En Za) + Cno tu) (6.4.13) 
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Igualando a cero esta expresión obtenemos la fórmula recurrente 
para los coeficientes by: 

(ns Zu) Hbri (#1 u+» Bi, a lao 2u) 

En: Zu) 
(p=2, 3, ... n—1). 
Una vez determinados por las fórmulas (6.4.14) los coeficientes 
but, On. n-i, hallamos la magnitud (Zn, zn). Si ésta resulta igual a ce- 
ro, debemos alcanzar que no sea así, variando la elección de la fun- 
ción /, (£). Así pues, el procedimiento expuesto permite hallar el sis- 
toma de funciones g, (t) que satisfacen las condiciones (6.4.4). 
Determinemos ahora las funciones a, (t) por la fórmula 


(6.4.14) 


bn = 


an= Y eng (t) (v=1, 2, ...). (6.4.15) 
eS 


Como las funciones gy (f), Zv+: (t) . . - son ortogonales con respecto 
a todas las funciones z, (t), . - +, Zy- (£), entonces la función ay (£) 
es ortogonal con respecto a z(t), Za (1), .. -, Zv-1 (0). Por con- 
siguiente, cligiendo los coeficientes cy}, queda alcanzar que cada 
función a, (t) sea ortogonal también con respecto a todas las funcio- 
nes typi (0), Tyra (f), >> +, y la integral de su producto por £y (0) 
soa igual a la unidad. Multiplicando (8.4.15) por zy (1), integrando en 
los límitos de u a f y teniendo en cuenta que todas las funciones 
Bvrw Evez (1)... son ortogonales con respecto a zy (t), obtendremos 


(Ay, Ty) = cvy (8y, 2y). (6.4.16) 
Igunlando esta magnitud a la unidad, hallamos el coeficiente cyy: 


(6.4.17) 


pa 
WET rd 


Multipliquemos ahora la igualdad (6.4.15) por z,.(0) (p > v) e inte- 
gtemos en los límites de a a f. Entonces, tomando en consideración 
que todas las funciones 8y+1 (2), Zu+2 (1), - - - son ortogonales con 
respecto a £y (1), obtendremos 


(y, Eu) = Cuy (En Zu) F «Elo pa (Ent) + 
TES 


Igualando a cero esta expresión, obtenemos la siguiente fórmula 
recurrente para los coeficientes Cy, pi 


18) 


cvy (Evi 2404 +++ + êv, nat (Eut n) 
TEn 2) a 
(a=v+1, v+2 .... v=1,2,+..). 


Cm = 
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Prosiguiendo por esta vía, se pueden determinar sucesivamente todos 
los coeficientes cy„ de modo que las funciones ay(1), determinadas 
por la fórmula (6.4.15), satisfagan la condición de biortogonalidad 
(6.2.12). Demostremos que estas funciones satisfacen también todas 
las condiciones (6.2.8). Para esto sustituyamos en (6.2.8) la expre» 
sión (6.4.1) de la función correlativa. Entonces obtendremos *) 


Le O= Y Ds (tu, 20) 2 (0) (6.4.20) 


vai 


Esta igualdad se convierte on identidad puesto que las funciones 
ay (0), Zy (2) satisfacen la condición de biortogonalidad (6.2,12). 
Así pues, el sistema hallado de funciones a, (t), junto con las fun- 
ciones coordenadas z, (f), satisface todas las condiciones necesarias. 
Por lo tanto, las magnitudes aleatorias V,, determinadas por la 
fórmula (6.2.6), no son correlacionadas en virtud de la igualdad (6.2.9) 
y sus dispersiones son iguales a los números correspondientes de D,. 
De aquí se deduce también que todos los números de D, son positi- 
vos. Por eso la función correlativa puede ser representada por la 
descomposición canónica (6.4.1) solamente con los coeficientes posi- 
tivos de Dy. Por fin, en virtud de las fórmulas (6.3.4) y (6.4.1), la 
dispersión del término residual de la descomposición canónica 
(6.4.2) de la función aleatoria X (1) tiende a cero para todos los valores 
de ten el intervalo a< ¿< P. Así pues, hemos demostrado por com- 
pleto la afirmación enunciada. 

El proceso expuesto de determinación de las funciones a, (£) que 
satisfacen, junto con las funciones dadas z, (£), las condiciones de 
biortogonalidad (6.2.12) se puedo continuar teóricamente sin límites. 
Prácticamente, siempre conviene limitarlo a cierto número finito 
de funciones. Después de determinar por el procedimiento expuesto 
las funciones g, (1), 82 (1), - - «+ En (£) que satisfacen Jas condiciones 
(6.4.4), hallamos las funciones a, (f) en forma 


a(t) = X e (0 (v=1,2,...,n). (6.4.21) 


Una vez determinados los coeficientes cy, por las fórmulas (6.4.17) 
y (6.4.19) para v = 1, . - ., n, hallaremos las funciones ay (f), ++ 
«y an (f) que satisfacen, junto con las funciones z, (f), za (1), 
+ «+ Zn (t), la condición de biortogonalidad (6.2.12). 

Si la función correlativa de la función aleatoria X (t) so expresa 
con suficiente precisión por los primeros n términos de la descompo- 
sición (6.4.1), entonces las funciones a; (t), . - -, an (1) halladas de 

*) La integración término a término de la serie (6.4.1) es posible si esta 
serie converge uniformemente con respecto a cada una de las variables en el 


intervalo (æ, $). Generalmente esta condición so cumplo, si la función correlati va 
K, (t, 1) es limitada y contiuua. 
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este modo, satisfarán aproximadamente también, junto con las 
funcione» z, (f), za (0), - - -, 2, (f), las condiciones (6.2.8). A conse- 
cuencia de esto la fórmula (6.4.2) ofrece la descomposición canónica 
aproximada de la función aleatoria X (£), que contiene n términos. 
Con ello, la dispersión del término residual será aproximadamente 
igual, en virtud de (6.3.4), al término residual del segmento corres- 
pondiente de la descomposición (6.4.1) cuando £=f. 


Ejemplo 6.4.1. Supongamos que Ja función correlativa de la función alea- 
toria estacionaria X (9 se expresa en el intervalo |v | <27 por la fórmula 


ks(0= Y Dycosoyr. 


E 


Al representar esta fórmula en la forma 


ky (1—0)= Y) (Dy sen oyt son wyt" + Dy CuS wyt COS tyt’), 
a 


observamos quo ósta da la descomposición cunóvica de la función correlativa 
en ol cuadrado | £1< 7, 141 < 7 (al variar £ y £' en estos límitos, T = £ — t 
varía on los límites | 1 | < 27). Ei lo demostrado, a esta descompo 
canónica de la función correlativa lo corresponde la de la función aleatoria 
X (0) en el intervalo | e p< T: 


X (1) =M + Y) (Uy sen wyt +Zy wyt). 


a 


Aquí Uy, Zy son magnitudes 


toris no corrolacionadas con esperanzas ma- 
temáticas iguales a coro y las dispersiones D LUy)=0 |Zy]=Dy (Y=1, » . . 

Jiollemos ahora por medio del método expuesto Ja funciones ay (1) 
satisfacen, junto con Jas funciones coordonadas zy (9, las condiciones de 
togonalidad (6.2.12), limitándonos, para simplicidad, al caso n = 2, ©: = 1/27, 
o = 2/47, En esto caso tenemos cuatro funciones coordenadas: 


2 (0 =en ot, 22 (0 secos at, a(i) = sen wab, za (f) = 008 wat 
Supongamos también que 
hi) = son ost, fa (D) = cos ost, fa (0 = sen oat, Ja (D = cos wst 
y oligimos la primera función g, (£) coincidente con /, (9: 
z 
$ sentwytdi=7. 
ES 
La segunda función gs (2), ortogonal con respecto a la primora función coorde- 
mada ze (9, la buscamos en la, forma g () = bugs (0 + fa (0, El cooliciento 


bas lo determinamos do la condición de biortogonalidad de ga (£) con respecto 
a'z, (1). Como resultado obtenemos da, = 0 y 


gr (H= ot, (81, t 


g 
ga (l)=005 ws, (en 2) = j costo dT, 
T 
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Luego suponemos que sea gs (t) = b; (0 +», (0 -H fa (8) buscamos 
eea day Du de lecocdición de octegonelidad de 2 (Ó con POPRI 


a z; (1) y 22 (f). Como resultado hallamos 
8 


a=- smart poemes, (o 79=7 (1-25) - 


Suponiendo que g, (t) = bugi (1) + baaga (1) + Disga (0 + fi (0, y determina- 
dos los coeficientes bu, baz Y bi de la condición de ortogonalidad de ga (£) 
con respecto a z, (f), 22 (0) Y zs (0), hallamos 


ea le) — q osot tooo, (o za) =T (E). 


Una vez detorminadas las funciones gy (ô, suponemos, conforme al método 
expuesto, que a (f) = cugi (t) + erga D) E cs (0 + cuga (f) y hallamos 
el Coeficiente cy de la condición de que la magnitud (ay, z4) es igual a la unidad 
y los coeficientes eya, e13 y ese de la condición de ortogonalidad de la función 
a, (0 con respecto a as (0, 23 (0 y ze (0. Como resultado obtendremos 


y A son wt — 8 son ost). 


Después de poner a(t) = ceags (0) + casga (0 + engs (1) y dotoemipar 
e as PE O a EARO TANE A ar 
dición de ortagonalidad de la función a, (f) con respecto a zs (1) y xa (0), hallamos 


3n 
0 neos tá cos azt). 


Una vez puesto as (1) — esaga (0) + casga (0) y determinado el cocficiente cap 
de la condición (as, 23) = 1 y el coeficiente coc de la condición de ortogonalidad 
de as (t) con respecto a zy (1), obtendremos 


a= raa Bn Wgt — 3n son ont). 


Por fin, poniendo as (0) = caga (1) y habiendo determinado el cooficiente cse 
de la condición (a, z.) = 1, obtendremos 


EX] 


a=- Foy 


(4 cos wt — 3n cos oat). 


Le dejamos al lector que por sí mismo compruebe que las magnitudes alea- 


Y +r 

v= $ X0 (Q senat dt, Zi | Xot) cos wst dt, 
— En 
T T 

n= $ XO (£) sen tot dl, Z¿= f Xo (1) cos oat de 
r =r 


no son correlacionadas; con ello, las magnitudes U, y Z, tienen la dispersión Ds 
y las magnitudes C+ y Zz, la dispersión Dz. 
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$ 6.5. Representación canónica integral de una función aleatoria 
Sea V (A) un ruido blanco arbitrario: 

MVEN ) 64 

Kolè, 1) =MIV ()V05)]=G (1)5(A—A'), Psa 


donde G (4) es la intensidad del ruido blanco. Hallemos las con- 
diciones en que la función aleatoria X (f) puede ser expresada por 
medio de este ruido blanco V (à) por la integral (6.1.5). Para esto 
hallemos la función correlativa recíproca de la función aleatoria 
X (1) y del ruido blanco V (A), suponiendo que la función aleatoria 
X (t) se expresa por la representación canónica integral (6.1.5). 
Aplicando (4.7.4) para la función correlativa recíproca y la integral 
de ella, obtendremos para todos los valores de A en el intervalo 
dh <A hs 


Ko lt, n-ta B)G (A) 8 (A—p)du=G (à) (t, 4). (6.5.2) 
a 


De aquí se deriva que la función coordenada z (t; 4), para cada valor 
dado del parámetro 4, debe expresarse por la fórmula 


z(t, y EA y MIX VE (6.5.3) 


El segundo procedimiento posible de deducción de esta fórmula cs 
semejante al procedimiento de deducción de la fórmula (6.2.5). 
Escribamos la igualdad (6.1.5) en la forma 


> 
xo w=f VA) zl, 1d, (6.5.4) 
ù 


multipliquémosla por la función aleatoria V (5) y tomemos la espe- 
ranza matemática de los miembros derecho e izquierdo de la igual- 
dad obtenida. Entonces, en virtud de (6.5.1) obtendremos 

M 
MIXAT = | MOT t, a 

A 


M 
= f a(t, 1)G()5(—p)d4=G (1) z(t, p). (6.5-5) 
E 


Es precisamente de aquí de donde obtenemos la fórmula (6.5.3). 
La fórmula (6.5.3) muestra que el ruido blanco V (A) debe ser co- 
rrelacionado con la función aleatoria dada X (£). El ruido blanco Y (4) 
correlacionado con la función aleatoria X (ż) conviene buscarlo en 
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la misma forma en que buscamos las magnitudes aleatorias no co- 
rrelacionadas V, al hallar la descomposición canónica de la función 
aleatoria X (£) en el $ 6.2. Para esto tomemos cierta función a (t; A) 
dependiente del parámetro 4 y vamos a buscar el ruido blanco en 
la forma 


B 
VO)= | E MX de. (6.5.6) 


à 
Hallemos las condiciones que debe satisfacer la función a (t, A) para 
que la función V (À) sea un ruido blanco. Para hallar estas condicio- 
nes, sustituyamos la expresión del ruido blanco (6.5.6) en la fórmula 
para las funciones coordenadas (6.5.3). Entonces obtendremos 


z(t, D=gy VOVA 
B 


=> j a(t’, 2) M [X° (t) XTT) dl = 


B 
an face, A) Ka (LU). (6.5.7) 


a 
De este modo, hemos recibido la siguiente fórmula para las funcio- 
nes coordenadas: 


a(t’, MKx(t, 1) dl. (6.5.8) 


Como vemos, esta fórmula se semeja mucho a la (6.2.8) para las 
funciones coordenadas de la descomposición canónica; sólo que en 
vez del número v en ella figura el parámetro ininterrumpidamente 
variable A. Así pues, hemos recibido una condición que deben satis- 
facer las funciones a (t, A) y x (t, A). Sin embargo, la condición 
(6.5.8) no es suficiente para que la función aleatoria V (A) sea un 
ruido blanco. Para obtener una condición adicional a la cual la fun- 
ción V (A) será ruido blanco, multipliquemos la fórmula (6.5.6) por 
V (1) y tomemos la esperanza matemática de la expresión obtenida. 
Entonces hallaremos 


a 
Kola, 0) =MIV OVE = | 20, MIX (9 VEA (6.5.9) 


o bien, teniendo en cuenta (6.5.3), 


B 
Kelh, 20) $ ANACO), 1) d= 


à 


B 
=C (1%) $ al, Falt, ayat. (6.5.10) 
a 
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Comparando esta fórmula con la segunda fórmula (6.5.1), vemos 
que para que la función aleatoria V (A) sea un ruido blanco, es nece- 
sario que las funciones a (f, A) y æ (t, 2) satisfagan la condición 


A 
UTA h) de= 04). (6.5.14) 


Esta condición es el análogo de la de biortogonalidad (6.2.12). Para 
distintos valores de % y À” la integral del producto de las funciones 
z (t, A), a (t, 2) debe ser igual a cero, es decir las funciones z (t, A) 
y a(t, X) deben ser ortogonales. 

Hemos visto en ol caso de descomposición canónica que para 
cualquier función aleatoria se puede siempre hallar las funciones 
zy (f) y ay (t) que satisfacen las condiciones (6.2.8) y (6.2.12), mien- 
tras que en el caso de representación canónica integral no existe un 
método general de determinación de las funciones z (t, 4) y a (1, A) 
que satisfacen las condiciones (6.5.8) y (6.5.11). A continuación 
aportaremos una serie de ejemplos cuando se puede hallar fácilmente 
tales funciones z (t, A) y a (t, 2). 

Las condiciones (6.5.8) y (6.5.11) son necesarias para que la fun- 
ción aleatoria V (À), determinada por la fórmula (6.5.6), sea un ruido 
blanco y para que la función aleatoria X (t) pueda ser expresada on 
función de este ruido blanco por medio de la representación canónica 
integral. Es evidente que estas condiciones son suficientes para que 
la función aleatoria V (A), determinada por la fórmula (6.5.6), sea 
un ruido blanco. Demostremos que las condiciones (6.5.8) y (6.5.11) 
junto con la condición 


da 
ij aq, Ajet, Ajdi =b (1 1") (8.5.12) 


da 
son suficientes también para que la función X (t) sea expresada por la 
representación canónica integral (6.1.5). Para esto calculemos en el 
segundo miembro de la fórmula (6.5.4) la integral y demostremos que, 
al cumplir las condiciones (6.5.8), (6.5.11) y (6.5.12), ésta es igual 
a la función aleatoria centrada X° (t). En virtud de las fórmulas 
(6.5.6) y (6.5.12) tenemos 


de ki ñ 
i V()z(, 2)d% (mw F xew) ar} z(t, Mdh= 
A Ata 


B Aa 
qn j XP) {jar Dalt, 2) da) a= 
a % 


A 
= s KOPSE ty =X). (6.513) 
a 
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De este modo, hemos demostrado que las tres condiciones (6.5.8), 
(6.5.11) y (6.5.12) son suficientes para que la función aleatoria V (A), 
determinada por la fórmula (6.5.6), sea un ruido blanco y para que 
la función aleatoria X (1) se exprese en función de este ruido blanco 
por la representación canónica integral (6.1.5). 


Ejemplo 6.5.1. En el ejemplo 4.6.2 hallamos que la derivada de la función 
aleatoria X (£) con la función correlativa De™*l—t1 tiene la función correlativa 
de la forma [véase la fórmula (4.6.17)] 


Ky (t, 1) =2D06 (t — ty— Date MA, 


Ahora bien, en este caso la función correlativa contiene el sumando 2Dað (t — t) 
quo es la función correlativa del ruido blanco. Sin embargo, la propia derivada 
X' (1) no es ruido blanco, puesto que en su función correlativa hay todavía cl 
sumando Date-“l'=*L Puesto que este sumando tiene la misma forma que la 
función correlativa de la función aleatoria X (t), es natural suponer que So puede 
hallar una combinación tal de la función aleatoria X (1) y de Su derivada X’ (0), 
quo sea un ruido blanco puro. Examinemos la suma 
V() = aX (0) + X’ (D. (6.5.10) 
Su función correlativa, como función correlativa de la suma de dos funciones 
aleatorias, es igual a la suma de lus funciones correlativas y correlati reci- 
procas do los sumandos, es decir, 
Kpt, C)=K y (6 0) HAK (t, 0) AK gy (t, 0) 5 0K yy (t 0). (6.515) 


Observemos ahora que, en virtud de (4.6.14), para cualesquiera £ y £' 


Kyy 6 r) Koy t, E0. (6.510) 
al permutar los argumentos £ y ¢', las expresioues (4.6.14) pasan uns 
puesto que con elio el signo de desigualdad entre el primero y el $ 

gundo argumento cambia on el opuesto, La suma de cualquiera, de las oxpreslo- 


jue tiene los argumentos £ y £” pormutados, es 
tra la igualdad (6.5.10). Sustituyendo las 
¡vas en (8.5.15) y teniendo en cuenta (6,5.16). 


nos (4.8.14) con otra expresión, 
igual a cero, y lo que der 
expresiones de lus funciones correl 
obtendremos 


Ko (t, 1) = 2Dað (t — 8). (6.5.17) 


Ahora bien, la función aloatoria V (1) = aX + X’, determinada por la fórmu- 
la (6.5.14), representa en este caso un ruido blanco con intensidad igual a 20%. 
Con otras palabras, la función aleatoria examinada X (¢) está ligada con el ruido 
blanco V (0), que tiene la intensidad 2Da, por la ecuación diferencial lineal 


de primer orden 
X aX = V (0). (6.5.48) 


nicial X (fe) = 0, obtendremos 


Integrando esta ecuación, para la condi 
t 


u f V (0) e de. 
lo 


x9 


“Transformemos esta expresión. Introduzcamos el multiplicador e-%% bajo el 
signo integral y extondamos el limito superior de integración hasta cierto f1 > f 
al multiplicar le función subintegral por la función unidad escalonada 1 (/ — t), 
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igual a cero para T>£ 
A 4 


ĵ UMD y (r) di: ya (—DV (má. (6.5.19) 
io ES 


x= 


Esta expresión contiene la constante arbitraria to. Para detorminar esta con- 
stante hallemos la función correlativa de la función aleatoria X (1). Aplicando 
la fórmula (4.7.3) para Ja función correlativa de la integral de la función aleato- 
ría y teniendo en cuenta que en este caso 


gl, o= T 16m 
obtendremos 
ut 
Kalt, n=f [i ADE UU y A Ea Ste 1) dr dt = 
fo to 
4 
=24D | UR -2D 4 (r) 1 (1) de. 


Primeramente examinemos el caso cuando t< 1”. Tendremos 
f 
Ka, y= 2aD | O demp ratt- ao, 
E 


Cuando ¢ =s’, on virtud de la simetría pode 
Ka (t, 1) =D [e UD UH, 


escribir 


Reuniendo estas fórmulas, obtendremos 
Ky (t, 1) =D (UEM ¿AO 


De aquí se ve que la función aleatoria X (t) con la fuu 


DeTAl- YI se expresa por medio del ruido blanco V (1), cuya intens 
por la fórmula (6.5.19) si se pone to = —co 


a 
x=] Vero —yar 0<. (6.5.20) 


Así pues, la función aleatoria estacionaria con función correlativa exponene: 
Sc expresa por la representación canónica integral (6.5.21) en un intervalo se 
infinito cualquiera (—co, ti). Las funciones coordenadas do esta representación 
canónica integral so determinan por la fórmula 

z(t, h) = 4D 112. 16.5.22) 


Para hallar las funciones a (1, A), observemos que la fórmula (6.5.14), 
en la cual el ruido blanco Y (A) va expresado mediante la función aleatoria 
X (f), puede sor escrita en la forma 


t 
Vas | Paota- P<t. 
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De aquí se ve que 
a (t, A) = 0 O — i) + ad O m i). (6.5.23) 


En el ejemplo que sigue veremos que las funciones z (t, 2) y a (£, A), determi- 
cados por les fórpalas (6.5.2) y (6.5.2), saisacon las tres condiciones (8.5.8), 
y (6.5.12). 
Ejeciolo 8.5.2. Los resultados del ejemplo anterior muestran_que la fun- 
ción aleatoria no estacionaria X (1) con la función corrolativa (6.5.20) so expresa 
jor la representeción canónica integral (8.5.19) en el intervalo finito (to, 1). 
n ello, las funciones coordenadas z (t, A) y las funciones a (t, A) van expre- 
sadas por las mismas fórmulas (6.5.22) y (6.5.23). 
Es fácil cerciorarse de que en esto caso las funciones x (2, A) y a (£, A) sati: 
facon las tres ecuaciones (6.58), (6.5.11) y (6.5.12). En efecto, parato < t < 
<i<n 


4 
| Ky (6, 1) a (t'h) de= 
de 


4 
=D ) pe UE — RO) 18 1) 408 (1) de 
3 


= Da [e74 e attt- 4 Da [e O, 


Matto 0, 


Vara to <A<t< h obtendremos 
t 

fa (W, A) Ka (t, Pyat = 

to 


CUL (8 11) 408 0) de = 


a 
=p peu 
o 


Da je q ¿MALO Da [o TU ¿UA 2er, 


Al dividir las expresiones obtenidas por la intensidad del ruido blonco Y (A). 
igual en este caso a 2Dx, obtendremos precisamente la función z (t, 2) doterimi- 
nada por la fórmula (6.5.22). Así pues, las funciones z (t, À) y a (£, A) satisfacen 
Ja condición (6.5.8). Luego tenemos 


i t 
| ae 9 TEA i CUNA a) (8 PI) 408 (1) dt 
č à 


2 a: e 
= OA aer 


Mays 


e A LO 02) Y 
ap y A), 


Pero Ò (Y — A) = O para tados los valores de A! y+ A. Por eso el multiplicador 
720% puede ser sustituido en la expresión obtenida por la unidad, Fer 
consiguiente, las funciones z (f, à) y a (£, à) satisfacen la condición (6.511). 
De un modo absolutamente análogo nos convencomos de que ollas satisfacen 
también la condición (6.5.12). 
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Ejemplo 6.5.3. Le dejamos al Jector que por sí mismo se convenza de que 
si X (2) es una función aleatoria estacionaria con la función correlativa 


ke (1) = Deal (cos age E seno 111) , 
ay 
entonces la función aleatoria 
VID = X° (t) + 2aX" (0 + BX (0, Po + ob (6.5.24) 
representa un ruido blanco con intensidad igual a 2Daĝ?. Al examinar la igual- 
dad (6.5.24) como ecuación diferencial con respecto a X (1) y al integrarla, nos 


cercioramos de que la función aleatoria X (1) se expresa a través del ruido blanco 
V (4) por la fórmula 


a 
xo=E f V (0) e2U=0 sen wg (12) 4 (12) dh (t<i). (6.5.25) 


Esta fórmula ofrece la representación canónica integral de la función aleatoria 
X (i) con las funciones coordenadas 


1 


z(t, }) Š Tal-A) sen og {t— 2) 4 (12). (0.5.26) 
Las funciones a (t, A) se determinan en este caso por la fórmula 
a (1,4) =8* (h — 1) + 200 (h —1) + BD A Im i). (0.5.27) 


Al igual que en el ejemplo anterior, uno puede convencerse de que los funciones 
EE A y a (£. determinadas por las fórmulas (6.5.26) y (6.5.27), satislacon 
las "condiciones (6.5.8), (8.5.11) y (6.5.42). 


$ 6.6. Representación canónica integral 
de una función aleatoria estacionaria 


En los $$ 5.2 y 5.3 construimos una clase de funciones aleatorias 
estacionarias representubles por las descomposiciones espectrales 
(5.2.21) y (5.3.3). Dado que las funciones aleatorias U (w), Z (0) 
y V (w) en éstas fórmulas son ruidos blancos, la descomposición 
espectral de una función aleatoria estacionaria es, al mismo tiempo, 
también su representación canónica integral. Aplicando la Teoría de 
representaciones canónicas integrales de funciones aleatorias, expues- 
ta en el párrafo anterior, ahora podemos demostrar que cualquier 
función aleatoria estacionaria se expresa por la representación canó- 
nica integral (5.3.3). Este hecho ha quedado sin demostrar en los 
$$ 5.2 y 5.3. Al demostrarlo, podemos afirmar que la clase de funcio- 
nes aleatorias estacionarias, construida en los $$ 5.2 y 5.3, incluyo 
todas las funciones aleatorias estacionarias. 

Para la demostración observemos que las funciones 


Ele =e, alt, e (6.6.4) 
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satisfacen las ecuaciones (6.5.11) y (6.5.12). En efecto, 


fe 


1 


avt dt 


i AN d=8 (A), 


ett dr È temas (1) 
Er En 


[véase la fórmula (2.2.22) que ofrece la representación de la función 
delta en forma de la integral de Fourier). 

Para cerciorarse de que las funciones z (t, 2) y a (t, 2), determinas 
das por las fórmulas (6.6.1), satisfacen también la ecuación (6.5.8), 
basta demostrar que la integral 


$ kalt talt, dl RF $ kx (t— 1) e dt (6.6.2) 
Ea o 

se distingue de la función z(t, 2) = el! solamente por el multi 

plicador independiente de ż y tomar este multiplicador como fun- 

ción G (A). Efectuando en la integral (6.6.2) la sustitución de las varia- 

bles  = £ — t’, obtendremos 


= $ ho (t— 0) 000 dl $ hs (1) =P dt. 


De aquí se ve que las funciones z (t, 2) y a (t, A), determinadas por 


las fórmulas (6.6.4), satisfacen la ecuación (6.5.8) cuando 
G= į kx (t) et dr. (6.6.3) 


En virtud de lo demostrado en el párrafo anterior, la función alea- 
toria 


V= | Xet at (6.6.4) 


representa un ruido blanco cuya intensidad es igual a G (A) y la 
función aleatoria X (t) va expresada en función do este ruido blanco 
por la representación canónica integral 


X()=me+ | VO) eh da (6.6.5) 
Esta fórmula difiere de (5.3.3) solamente por la designación de la 


trecuencia. 
184 
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Comparando la fórmula (6.6.3) con la (5.3.11), nos convencemos 
de que la intensidad G (à) del ruido blanco V (à), determinado por 
la fórmula (6.6.4), coincide con la densidad espectral s, (A) de la fun- 
ción aleatoria X (1). Por fin, en virtud de la fórmula general (6.1.10), 
la función correlativa de la función aleatoria estacionaria X (f) se 
expresa por la representación canónica integral 

ka(t—t')= f 60) MAT d), = f ss (2) eu- da. (6.6.6) 


Esta fórmula se distingue también de la (5.3.15) solamente por 
la designación de la frecuencia. 

Ahora bien, hemos demostrado que cualquier función aleatoria 
estacionaria se expresa por la representación canónica integral (6.6.5) 
que coincide con su descomposición espectral (5.3.3). 

Demostremos ahora que para ninguna función aleatoria no estacio- 
naria la descomposición espectral puede ser su representación canó- 
nica integral. En efecto, supongamos que la función aleatoria no 
estacionaria X (1) se expresa por la representación canónica integral 
(6.6.5). Entonces su función correlativa debe expresarse por la 
fórmula (6.6.6,), es decir, debe depender solamente de la diferencia 
de los argumentos, lo que contradice a la suposición acerca de la no 
estacionaridad de esta función aleatoria. Así pues, si se logra expre- 
sar una función aleatoria no estacionaria por la descomposición espec- 
tral (6.5.5), la función V (2) no puedo ser un ruido blanco en esta 
descomposición. Esto quiere decir que la descomposición espectral 
de una función aleatoria no estacionaria Ja expresa solamente a través 
de otra función aleatoria V (A), que en el caso general no es más sen- 
cilla y no da nada para la práctica. 

Examinemos ahora dos funciones aleatorias reales X (t) e Y (0) 
que son estacionarias y estacionariamente ligadas. Expresemos la 
función aleatoria X (t) por la representación canónica integral (6.6.5) 
y la función aleatoria Y (+), por la representación canónica integral 


Y ()=m,+ ¡ W (a) em dh. (6.6.7) 
En este caso el ruido blanco V ws expresará por la fórmula (6.6.4) 
y el ruido blanco W (}), por la fórmula semejante 

w=- ¡ Y? (e) e- dt. (6.6.8) 
Calculemos la función mimi reciproca de los ruidos blancos 


V(A) y W (2). Para eso pasemos en (6.6.5) a las magnitudes conju- 
gadas complejas y cambiemos las designaciones del argumento y de 
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la variable de integración. Entonces obtendremos 


MOP) | MRY rara 


bien 
Koo À, 1) =- Er $ $ Ray (tt year- dl de. 
La sustitución de las variables z’ =2—1 en la integral con respecto 
” da 


Kus a == f kay (5) errar | eo de. 
Pero E E 
j e0- dt = 2n 0.21). 
Por consiguiente, introaacnindo la designación 
¡ Kay (1) e 0% de, (6.6.9) 


obtendremos 
Koo (y A’) = Sey A) 5 A — °). (6.6.10) 


De este modo, hemos demostrado que la función correlativa recí- 
proca de los ruidos blancos en las representaciones espectrales de 
dos cualesquiera funciones aleatorias estacionarias y estacionaria- 
mente ligadas contiene como multiplicador la función delta. Esto 
quiero decir que los valores de estos ruidos blancos, correspondien- 
tes a diferentes valores de la frecuencia, no son correlacionados. En 
el $ 5,6, hemos mostrado esto recurriendo a otros razonamientos, 


CAPITULO 7 


Entropía e información contenida 
en las magnitudes aleatorias 


$ 7.1. Medición de la indeterminación 
de fenómenos aleatorios. Noción de entropía 


“Todo fenómeno aleatorio está vinculado con cierta indetermina- 
ción, El resultado de observación de un fenómeno aleatorio no puedo 
ser predicho con plena seguridad, es decir, es indeterminado y se 
hace determinado solamente después de la observación. Por eso, al 
planificar trabajos relacionados con la observación de fenómenos 
aleatorios o al calcular sistemas destinados a funcionar con señales no 
conocidas de antemano, debemos tomar en consideración la inde- 
terminación de los resultados de observación de los fenómenos aleato- 
rios, tener en cuenta que los resultados de unas mismas acciones y 
pruebas pueden ser en el proceso de trabajo distintos. Cabe preguntar 
¿se podría medir la indeterminación de fenómenos aleatorios y tener- 
la en cuenta en nuestros cálculos? Para resolver esta cuestión, preste- 
mos atención al hecho de que en ciertos casos podemos comparar la 
indeterminación de los resultados de diferentes experimentos y decir 
con seguridad que la indeterminación de una prueba es mayor que la 
de otra. Así, por ejemplo, si, como resultado de una prueba, el acon- 
lecimiento A puede producirse o no producirse con la probabilidad 
de 1/2 y, como resultado de otra prueba, el acontecimiento B puede 
suceder con la probabilidad de 0,99,entonces está claro intuitivamen- 
te que la primera prueba posee mayor indeterminación que la segunda. 
En efecto, el resultado del primer experimento es absolutamente im- 
posible. predecir, Al contrario, prácticamente podemos estar seguros 
de que no-nos equivocamos al predecir que, como resultado del segun- 
do experimento, el acontecimiento B se producirá. Si en la tercera 
prueba el acontecimiento C tiene la probabilidad de 0,9 es evidente 
que esta prueba posee mayor indeterminación que la segunda y monor 
que la primera. Este ejemplo muestra claramento que la estimación 
cuantitativa de indeterminación de los resultados de observación de 
los fenómenos aleatorios es, en principio, posible. 

Para hallar el modo de tratar la estimación cuantitativa de la 
indeterminación de los fenómenos aleatorios, imaginémonos que 
participando en cualquier trabajo, por ejemplo, en el mando de un 
proceso de producción, hemos efectuado cierto experimento. El resul- 
tado del mismo es necesario comunicárselo a otros participantes, para 
que puedan cumplir su parte del trabajo. Claro está que la comunica- 
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ción acerca del resultado de la prueba liquida por completo la inde- 
terminación que existía antes de llevar a cabo el experimento, 

Para transmitir las comunicaciones se utilizan generalmente los 
medios de enlace. La transmisión de comunicaciones se efectúa por 
las líneas de enlace con ayuda de determinadas señales. Por eso, para 
transmitir una comunicación, es necesario ponerle en correspondencia 
una sucesión determinada de señales o, como se dice, cifrar la comu- 
nicación. El código binario es el más sencillo. En éste la transmisión 
de comunicaciones se efectúa por señales de dos tipos. Al ligar con 
un tipo de señal el cero y con el otro, la unidad, reduciremos la codi- 
ficación de la comunicación a su representación en forma de una 
sucesión de ceros y unidades que alternan de una manera determina- 
da. Con ello, es necesario, naturalmente, asegurar que a distintas 
comunicaciones les correspondan diferentes sucesiones de ceros 
y unidades. Desde el punto de vista teórico, al cifrar comunicaciones, 
ès necesario tratar de gastar con mayor economía el tiempo y los 
medios requeridos para su transmisión. Esto se puede alcanzar eli- 
giendo tal procedimiento de codificación con el cual soa mínimo el 
número esperable de signos (señales) con ayuda de los cuales se 
transmiten las comunicaciones. Es obvio que para asegurar el número 
mínimo esperable de signos para la transmisión de las comunicaciones 
acerca del resultado de la prueba en cuestión, es necesario represen- 
tar los resultados de mayor probabilidad por las sucesiones más cor- 
tas de ceros y unidades y los de menor probabilidad, ligarlos con 
sucesiones más largas. 

Fl posible número mínimo esperable de signos requerido para 
liquidar por completo la indeterminación del resultado de la prueba, 
al emplear el procedimiento más económico de codificación, conviene 
tomarlo por medida cuantitativa de la indeterminación del experi- 
mento. Con ello, la unidad de indeterminación será un dígito binario 
(en forma abreviada bit) *). 

Para realizar prácticamente el procedimiento de cod 
más económico, con el cual la esperanza matemática del número do 
dígitos binarios necesarios para transmitic la comunicación sobre el 
rosultado de la prucba sea mínima, se procede del modo siguiente. 
“odos los resultados posibles del experimento se dividen en dos gru- 
pos de manera que la probabilidad sumaria de los resultados de cada 
grupo sea lo más próxima a la mitad. A un grupo se le asigna el primer 
dígito binario; ol cero, y al otro, la unidad. Luego cada grupo se 
divide en dos subgrupos de modo que la probabilidad sumaria de los 
resultados de cada subgrupo sea lo más próxima a un cuarto. De tal 
manera se continúa la división de los subgrupos hasta que se obtenga 
el subgrupo que contenga sólo un resultado del experimento. Los 


+) «Bit» es una abreviatura del término inglés «binary digit» que significa 
en español «dígito bi 
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subgrupos que contienen más de un resultado se siguen dividiendo. 
Al fin y al cabo todos los subgrupos contendrán cada uno un resultado 
y, con ello, a los resultados más probables les corresponderá menor 
cantidad de dígitos binarios y a los resultados menos probables, 
una cantidad mayor de los mismos. 


Ejemplo 7.1.1. Si son posibles ocho resultados del experimento con las 
probabilidades 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/64, 1/64, 1/64, 1/64, entonces, aplicando el 
procedimiento expuesta de codificación, obtendremos la tabla siguiente: 


i pi |Dig.1 Dig. 3| Dig. 4| Dig. 5| Díg. 6 
1 illo | 
2 EA 

zliəlļo | 

1 
3 |! È fig | 
4 $ 1 1 1f o 
5 a 1 1 1 1 0 0 
6 £ 

ali 1 1 pola 

1 F 
7 a|! tja 1 jo 
8 ali] 1 0 10 | 


Ahora bien, la comunicación sob: 
monto, que tiene la probabilidad de f. 
rio.0;-1a comunicación sobre el seg 
la probabilidad de 1/4, se transmi 
del tercer resultado, quo tiene la prob: 


Hallemos la indeterminación del experimento en cuestión, la cual, según 
la dofínición anteriormente dada, os igual a la esperanza matemática del núme- 
xo de dígitos requeridos para transmitir la comunicación sobre el resultado do la 
prueba, Los valores posibles del número de signos que puede comprender la 
comunicación sobre el resultado de la prueba son 1, 2, 3, 4 y 6. Las probabilida- 
des do estos valores son iguales, respectivamente, a 1/2, 1/4, 1/8, 1/46 y 4-1/64 = 
= 1/16. Por eso la esperanza matemática del número de digitos que puede com- 
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prender la comunicación sobre el resultado de la prueba es igual 


t 1 1 1 1 
FAA AA? bits. 


H= 


Así pues, la indeterminación del experimento en cuestión es igual a 2 bits- 
jemplo 7.1.2. Si son posibles ocho resultados del experimento y la proba- 
bilidad de cada uno de ellos es igual a 1/8, entonces el limiento expuesto 
dos del experimento 


de codificación de las comunicaciones acerca de los resul 
lo ofrece la tabla siguiente: 


r 

1 Pi a 

1 
1Igjojojo 
2lgjopola 
3 + ofaj o 

1 
alglolaijpa 
shala 

1 
s|: 
7 4 1 
eļļai 


Ahora bien, la comunicación sobre cualquier resultado del oxperimento se 
transmite en este caso por tres dígitos. Y esto era de esperar, puesto que todos 
los resultados de la prueba son equiprobables. La esporanze matemática del 
número de digitos comprendidos en la comunicación os también igual a tres. 
Por lo tanto, la indeterminación del experimento en cuestión es igual a 3 bits. 


Examinemos el experimento con n resultados posibles cuyas pro- 
babilidades son todas iguales a potencias enteras de una mitad. Es 
fácil comprender que, al emplear el procedimiento de codificación 
expuesto, al resultado de la prueba cuya probabilidad es 2-™ lo 
corresponderá m dígitos binarios, lo que evidencian elaramento los 
ejemplos citados. Así, pues, la esperanza matemática del número de 
dígitos comprendidos en la comunicación sobre el resultado del ex- 
perimento en cuestión es igual a 


H = Ym”, 14.41) 


282 Cap. 7 Entropía e información 


«londe la adición se realiza con respecto a todos los resultados posi- 
bles de la prueba. En oste caso, está claro que si ciertos resultados del 
experimento tienen probabilidades iguales, les corresponderán 
sumandos iguales. Observemos ahora que en el caso en cuestión, en 
que la probabilidad del ¿-ésimo resultado de la prueba p; =2-", 
el número de dígitos comprendidos en la comunicación acerca de este 
resultado del experimento es igual al logaritmo binario de su probabi- 
lidad tomado con el signo contrario: m = —? log p; (¿=1,-.. , n)- 
Por eso la fórmula (7.1.1) se puede escribir en la forma 


H= — Y, plog pr EES 
E 


Esla magnitud, obtenida por nosotros para el caso particular cuando 
las probabilidades de todos los resultados del experimento se expri 
san por potencias enteras de una mitad, se toma por medida cuanti 
tativa de indeterminación de cualquier prueba con un número finito 
de resultados posibles y se llama entropía del experimento. En vez de 
experimento, se puede hablar de un sistema con número finito de 
estados posibles que tienen probabilidades asignadas de antemano. 
La entropía de este sistema, determinada por la fórmula (7.1.2), es 
la medida de indeterminación del sistema. Claro está que en la defi- 
nición de la entropía (7.1.2) se tienen en cuenta todos los resultados 
posibles del experimento, es decir, 


pi (7.4.3) 


A 

La entropía de un experimento con un número finito n > 1 de 
resultados (o de un sistema con un número finito de estados posibles) 
es siompre positiva, puesto que los logaritmos de fracciones propias 
son negativos. Si la prueba tiene un solo resultado posible cuya pro- 
babilidad es igual a la unidad, entonces la entropía de la prueba es 
igual a coro. Esto es natural ya que el experimento con un solo 
resultado posible carece por completo de indeterminación. Demos- 
‘třemos que entre todos los experimentos posibles, con n resultados 
posibles, la mayor entropía la poseen los experimentos de resultados 
:equiprohables. Para la demostración, deduzcamos una desigualdad 
auxiliar que necesitaremos más de una vez a continuación. Observe- 
mos que para cualesquiera valores positivos de z 


MiS z—1. (7.1.4) 


En efecto, el logaritmo es una función monótona creciente con deri- 
vada monótona decreciente. Por consiguiente, se representa por una 
«curva, cuya convexidad está dirigida hacia arriba, que se encuentra 
por completo bajo cualquier tangente a ella (fig. 7:1.1.). En particu- 
Jar, la curva que representa al logaritmo natural se halla por com- 
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pleto bajo la tangente a ella en el punto z = 1 que tiene la ecuación 
y = x — 1. Precisamente de aquí se deduce la desigualdad (7.1.4). 
El signo de igualdad en (7.1.4) tiene lugar solamente cuando z = 1. 
Poniendo x= 1/u, obtendremos 


y yaz- 
nteti 
«de donde 
lu=—In2>1—2. 
Ahora bien, para cualesquiera valores posi- | f” o 
tivos de u 
nu>1i—4. (7.4.5) Fig. 74.4. 

Pasando aquí de los logaritmos naturales a los binarios, obtendremos 

tlogu> (1—4) loge. (7.4.6) 


Esto es precisamente la desigualdad auxiliar buscada. 
En virtud de la definición (7.1.2), la entropía de un experimento 
con n resultados equiprobables es 


Hp= Y $ togt =*logn Y, =tlogn. (1.4.7) 
4 


Observemos ahora que las probabilidades iguales de 1/n, que consti- 
tuyen en suma la unidad, pueden ser sustituidas en (7.1.7) por otras 
probabilidades cualesquiera Py, Pz, . . . Pa quo constituyen en total 
la unidad, Entonces la entropía de un experimento con n resultados 
equiprobables se expresará por la fórmula 


Hy=*logn Y pi~ Y pélogn. 
armdi 


Restando de esta expresión la (7.1.2) de la entropía de un experimen- 
to con n resultados que tienen las probabilidades py, . . «y Pay ten- 
diremos 


Hp—H = Y p¡*ognps. 
a] 
De aquí, aplicando la desigualdad (7.1.6), obtenemos 
n n ra 
Hp—H >*loge Y pi (=) ="loge (Y e 3 5) z0. 
a a å n 


Esto demuestra que la entropía de un experimento con resultados 
equiprobables no puede ser menor que la de otro experimento cual- 
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quiera con el mismo número de resultados posibles, Como el signo 
de igualdad en (7.1.6) tiene lugar solamente para u=1, la entropía 
de un experimento con resultados equiprobables siempre es mayor 
que la cualquier prueba que tiene el mismo número de resultados 
posibles pero diferentes probabilidades de los mismos 

Observemos todavía que, como muestra la fórmula (7.17), lu 
entropía de un experimento con resultados equiprobables será tanto 
mayor cuanto mayor sea el número de resultados posibles del mismo. 

‘Todas las propiedades examinadas de la entropía se concuerdan 
plenamente con nuestras ideas intuitivas acerca de la indetermina- 
ción de los resultados de observación de fenómenos aleatorios. 


$ 7.2. Entropía de una magnitud aleatoria. 
Entropía condicional media 


Extendamos ahora la definición de entropía, dada en el párrafo 
anterior, al caso de un conjunto infinito de resultados posibles de 
un experimento. Para esto introduzcamos la noción de entropía de 
una magnitud aleatoria. Examinemos primeramente una magnitud 
aleatoria discontinua X cuyos posibles valores z;, . Zn tienon las 
probabilidades que son iguales a ps, . - ., Pa, Tespectivamento. Et 
experimento tiene en este caso n resultados posibles y las probabi- 
lidades de éstos son iguales a las de los valores correspondientes de 
la magnitud aleatoria X. Tomemos la entropía de este experimento 
por la de la magnitud aleatoria discontinua X. De este modo, la 
entropía de una magnitud aleatoria discontinua representa la suma, 
tomada con signo contrario, de probabilidades de todos sus valores 
posibles multiplicados por los logaritmos de estas probabilidades: 


H[X]= — 2, Pi ’log pi. (7.2.4) 


Para determinar la entropía de una magnitud aleatoria continua 
X, dividamos el dominio de sus valores posibles en un número finito 
de intervalos J, . . ., Zn y tomaremos por el ¡-ósimo resultado del 
experimento el encuentro del valor de la magnitud aleatoria X en 
el i-ésimo intervalo. Las probabilidades de estos resultados del ex- 
perimento serán 


pi | H dr=f Azo G=4, an), 
H 


ir 
donde z; es cierto valor medio de z en el ¡-ósimo intervalo, Az, es la 


longitud del i-ésimo intervalo y f (z) es la densidad de probabilidad 
de la magnitud aleatoria X que se supone ser continua en cada uno de 


Š, (1.2.2 
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los intervalos 7; . . ., In. La entropía del experimento, en virtud de 
la definición (7.1.2), será 


H= — È 1/20 Aa log i E) Bed = 


= — Ñf (2) Pog 4 (2) + log Az] Azi 


o bien 
= -919 “log f (z4) ^a- À f(z) ClogAz;) Azı (7.2.3) 


En esta fórmula el paso directo al límite para Azı — 0 es imposible, 
puesto que en este caso el segundo sumando crece ilimitadamente. 
Para vencer este obstáculo, observemos que en los problemas prác- 
ticos nos interesa generalmente no la indeterminación absoluta de 
cualquier magnitud aleatoria sino solamente en cuánto su indetermi- 
nación es mayor o menor que la de otra magnitud o bien en cuánto 
ha disminuido la indeterminación de la magnitud aleatoria en cues- 
tión como resultado de uno u otro experimento. Y como las diferen- 
cias de las entropías no cambian al transferir arbitrariamente su 
origen, entonces el segundo sumando del segundo miembro de la 
fórmula (7.2.3) se puede sustituir por la magnitud constante arbitra- 
ria Ho. Entonces la entropía del experimento en cuestión se dotermi- 
nará por la fórmula 


H = Ho— $) 1(2) 08 1 (20 Ati. 


En esta fórmula se puede pasar al límite al aumentar ilimitadamente 
el número de intervalos en el que se divido el dominio de valores 
posibles de la magnitud aleatoria X y al tender a cero las longitu- 
des de todos los intervalos. Entonces la suma pasará a la integral 
y obtendremos 


fah | /(2)*log / (2) dze (7.2.4) 


Comúnmente, para sencillez, se supone que H o = 0 y so determina 
la entropía de una magnitud aleatoria continua X por la fórmula 


Ha į {(2)?log/ (2) dz. (7.2.5) 


Observemos ahora que la integral en (7.2.4) y (7.2.5) es la esperan- 
za matemática de la función * log f (X) de la magnitud aleatoria X. 
Por eso la definición (7.2.5) de entropía de una magnitud aleatoria 
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continua se puede escribir también en la forma 
H = —M Y log f (X)]. (1.2.6) 


Puesto que el origen de la entropía ha sido cambiado arbitra- 
riamente al deducir las fórmulas (7.2.4) y (7.2.5), la entropía de una 
magnitud aleatoria continua puede ser tanto positiva como negativa. 
Análogamente al pasar de la escala termométrica absoluta, por ejem- 
plo, a la centigrada, obtendremos los valores de temperatura tanto 
positivos como negativos. 

La fórmula (7.2.6) determina tanto la entropía de una magnitud 
aleatoria continua escalar como la de un vector aleatorio cuyas. 
componentes son magnitudes aleatorias continuas. La fórmula (7.2.5) 
puede servir también para la determinación do la entropía de un 
vector aleatorio continuo, si la variable z se entiendo como vector: 
(és decir, como un conjunto de varias variables) y la integral, como- 
integral múltiple extendida a todo el dominio de valores posibles 
del vector aleatorio X. En forma desarrollada esta fórmula se escri- 
birá así: 

H= | < fi 


oy Ta) tiog f (dp +++ Za) dy «o duo 
(7.2.7) 


Es fácil comprender que la entropía de una magnitud aleatoria 
depende solamente de la distribución de las probabilidades de sus 
valores y no depende de la disposición de esta distribución con res- 
pecto al origen de coordenadas. En efecto, la integral (7.2.5) no 
cambiará si en ella se efectúa la sustitución de la variable z = 
= y — a. Esto quiere decir que las magnitudes aleatorias X y Y = 
= X + a tienen la misma entropía para cualquier a. En particular, 
esto es válido cuando a = — my. De aquí se desprende que la entro- 
pía de cualquier magnitud aleatoria no depende de su esperanza 
matemática y es igual a la entropía de la magnitud aleatoria centra- 
da correspondiente. 


Ejemplo 7.2.1. La entropía de la distribución normal conformo a (7.2.5) es 


e _ 
A a a 
a=—327) + ( y "log 28D — g "log y) az. 
Pero 
A or e 
25 la 
Pat, 73 | "a—D. 
y= l, 7D y 
Por lo tanto, 
4 1 =D 
HX] 7? log 210 += tog eclo; VZD. 
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Ejemplo 7.2.2. La entropía de la distribución uniforme, en virtud de (7.2.5) 


è 
mr 8 gm) 


Ejemplo 7.2.3, Para la distribución exponencial $ (2) = ke” TAX (e > 0) 
la entropia se determina por la fórm 


af kemhz (alog k— kz log e) dz. 


Vero 


is f 2h di MIXI= + 


Por consiguiente, 
MX] —*log k+ "log e=tlog E 


Más adelante veremos que una importantísima tarea práctica es 
Ja estimación de la variación de la indeterminación de la magnitud 
aleatoria X después de efectuar el experimento como resultado dol 
cual se haco conocido el valor de otra magnitud aleatoria Y. Intui- 
tivamente está claro que la indeterminación de la ¡tud alcato- 
ria X disminuirá silas magnitudes Xo Y son dependientes y per- 
manecerá invariable si dichas magnitudes son independientes. 
A continuación veremos que esto es precisamente así para nuestra 
definición de la medida de indeterminación de una magnitud alea- 
toria. 

Para estimar la indeterminación de la magnitud aleatoria ) 
que queda después de observar la magnitud aleatoria Y, convien 
troducir la noción de entropía de la magnitud aleatoria X con respe 
to a la magnitud Y. Es evidente que para esto es suficiente sist 
eu la fórmula (7.2.1) las probabilidades de los valores de la ma; 
tud X por las probabilidades condicionales correspondientes. Sean. 
X e Y dos magnitudes aleatorias discontinuas y 


L.m, 


pu=P ($13) 6=4, -. 


22 Pu=1. (7.2.8) 


En virtud del principio de adición de probabilidades, las probabi! 
dades no condicionales de los valores de la magnitud Y se determi- 
nan por la fórmula 


a a 
=P Y=y)= Xp X =t, a29 


288 Cap. 7 Entropía e información 


y análogamente las probabilidades no condicionales de los valores 
de la magnitud X se determinan por la fórmula 


pi=P(X=x)= È Pis A pi=1. (7.2.10) 


Las probabilidades condicionales de los valores de la magnitud 
aleatoria X con respecto a Y serán 


” 
Py=P(X=a Y =y) = D Pust (7.211) 
A 


y las probabilidades condicionales de los valores de la magnitud 
aleatoria Y con respecto a X serán 


Qu=P Y =sy| X=) =, 2 Qu =1. (7.2.42) 


Según la definición (7.2.4) la entropía condicional de la magnitud 
aleatoria X para el valor dado y; de la magnitud Y se determinará 
por Ja fórmula 


MIX ly == 2 putos Pu (j = 


La entropía condicional de la magnitud X depende del valor que toma 
la magnitud Y, es decir, olla misma es una magnitud aleatoria. Por 
medida de indeterminación de la magnitud aleatoria X, que queda 
después de observar la magnitud aleatoria Y, se toma la esperanza 
matemática de la entropía condicional 


ema (72:48) 


Hy1X1=M (HX |Y = $ HX ly. 
mi 


Sustituyendo aquí la expresión (7.2.13) de la entropía condicional 
y tomando en consideración (7.2.11), obtendremos 


a m 

H Xi=-— X A pis log Pis. (7.2.14) 
Esta magnitud se llama entropía condicional media de la magnitud 
aleatoria X con rospecto a Y. 


De un modo análogo se determina la entropía condicional media 
de la magnitud aleatoria Y con respecto a X: 


sa 
Hs |Y]= — Y) Y) pis*02 Qin (1.2.15) 
A 


Para determinar la entropía condicional de la magnitud aleato- 
ria continua X con respecto a la magnitud aleatoria continua Y, 
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basta sustituir en la fórmula (7.2.5) la densidad de probabilidad de 
la magnitud aleatoria X por la densidad de probabilidad condicional 
correspondiente f, (2 | y). Entonces obtendremos 


HXIN=-= l; fı (z| y) "log fı (z| y) dz. (1.2.16) 


Esta magnitud depende del valor y de la magnitud aleatoria Y. 
Para determinar la entropía condicional media de la magnitud ale- 
atoria X con respecto a Y, se debe multiplicar la expresión (7.2.16) 
por la densidad de probabilidad f.(y) de la magnitud aleatoria Y 
e integrar con respecto a y. Como resultado obtendremos 


My 1X1=MPUX YO = | | 204210) logt (elv) dzdy. 


Pero 
Ha (u) fa (£ 1y) =1( y 


es la densidad conjunta de probabilidad de las magnitudes aleato- 
rias X e Y. Ahora bien, la entropía condicional media de la magnitud 
aleatoria X con respecto a Y se determina por la fórmula 


H,Xi=— | | 1 Dogn teldedy (1.247) 


Esta fórmula puede ser representada también en la forma 
H, |X| = — M [? log f (X | Y)l. (1.2.18) 


Si las magnitudes aleatorias discontinuas X e Y son indepondien- 
tes, entonces pij = Prp Pis = Pi Qiy = 94 y las fórmulas (7.2.14) 
y (7.2.45) dan 


H,\X\ =H 4X), 4,141 = H (Y). (7.2.19) 


Lo mismo en el caso de las magnitudes continuas independientes 
X o Y, sus densidades condicionales de probabilidad coinciden con 
las correspondientes densidades de probabilidad no condiciovales 
y volvemos a obtener las fórmulas (7.2.19). Así pues, si las magni- 
tudes aleatorias X e Y son independientes, todas sus entropías 
condicionales y las entropías condicionales medias coinciden con las 
correspondientes entropías no condicionales. ln el $ 7.4 demostra- 
remos que si las magnitudes aleatorias X e Y son dependientes, la 
magnitud condicional media de cada una de ellas con respecto a la 
otra es siempre menor que la correspondiente entropía no condicio- 
nal. 


OS 
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Ejemplo 7.2.4. Las magnitudes aleatorias X e Y tienen distribución con- 
junta normal. Hallar la entropía de la magnitud aleatoria X y su entropía con- 
dicional media con respecto a Y. 

Como, según lo demostrado en el $ 3.6, las distribuciones condicionales y no 
condicionales de las componentes do un vector aloatorio normalmente repartido 
Son normales, entonces, para calcular la entropía y la entropía condicional de la 
magnitud aleatoria X, se puede aplicar la fórmula deducida en el ejemplo 7.2.1. 
Puesto quo conforme a (3.6.11) la dispersión condicional de la magnitud aleato- 
ria X no depende del valor y de la magnitud Y, la entropía condicional media do 
la magnitud X con respecto a Y coincido con la entropía condicional. Así pues, 
aplicando los resultados del ejemplo 7.2.4 X las fórmulas (3.6.6) y (3.6.11) 
para las disporsionos y las dispersiones condicionales de las componentes de 
An vector aleatorio repartido normalmente, hallamos 


a ai 
111X]=2%0q VEDIA] = "log a z 
1 
Hy[Xj=*log Veb X TF= log Et. 


Al comparar cslas fórmulas, vemos que la entropía condicional media de la 
magnitud X con respecto a Y es menor que su entropía no condicional si ci + O, 
es decir, sì las magnitudes X e Y son dependientes, Si X e Y son independientos, 
entonces cia = 0 y la entropía condicional media es igual a la no condicional. 


Examinemos ahora dos magnitudes aleatorias discontinuas X e Y 
y hallemos su entropía conjunta, es decir, la entropía del vector 
aleatorio con las componentes X, Y. Según la definición ella es 


m 
HIX,Y|=-— ni Y plog pij. 


aña 


Pero pı; = P:Qi [véase la fórmula (7.2.12)]. Por lo tanto, 
i m 
HIX, Yi= — Y Y pi log p + "log Qiy) = 


= -2 É pis) "log pi 


Observemos ahora que conforme a (7.2.10) 


-X $ pyogQs. (1.2.20) 
as 


A pu=p (i=1,....m). 
Por eso el primer sumando en (7.2.20) es la entropía de la magnitud 
aleatoria X. El segundo sumando, en virtud de (7.2.15), representa 
la entropía condicional media de la magnitud aleatoria Y con respec- 
to a X. Por consiguiente, la fórmula (7.2.20) puede ser escrita en la 
forma 

HIX, Y) =H [X) + H; Y]. (7.2.24) 


En virtud de la simetría se puede también escribir 
HIX, Y] =H (Y1+4,1X1. (7 2.22) 
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Así pues, la entropía del conjunto de dos magnitudes aleatorías es 
igual a la suma de la entropía de una de ellas y la entropía condicio- 
nal media de la otra. 

Si las magnitudes aleatorias X e Y son independientes, las igual- 
dades (7.2.21) y (7.2.22), en virtud de (7.2.19), toman la forma 


HIX, Y| =H [X] +H IY]. (7.2.23) 


De este modo, la entropía del conjunto de dos magnitudes aleatorias 
independientes es igual a la suma de sus entropías. 

Aplicando el método de inducción matemática, so puede exten? 
der las fórmulas (7.2.21) y (7,2.22) a un número arbitrario de magnitu= 
des aleatorias. Como resultado obtendremos la siguiente fórmula para 
la entropía del conjunto de n magnitudes aleatorias X,, ..., X, 
(es decir, para la entropía de un vector aleatorio con las componen" 
05 Lá co An) 


HIX o Xd =8 IX 1H 4H XA Hp 
Si las magnitudes aleatorias X,, ..., X, son independientes, la 
fórmula (7.2.24) tomará la forma 


H |X, X= Y H (Xil. (7.2.25) 


$ 7.3. Propiedad extremal de la distribución normal 


Demostremos que entre todas las magnitudes aleatorias que tie- 
nen la misma dispersión, las magnitudes aleatorias normalmente 
repartidas son las que poseen mayor entropía. En el ejemplo 7.2.4 
hemos calculado ya la entropía de distribución normal 


Iv (2)= 


ch 
5 
vu ”- (7.3.4) 


Puesto que 


Mo fy (2) = — 4 *log 2D — 4 *log e, (1.3.2) 


la entropía de la magnitud aleatoria X puedo ser representada por la 
fórmula 


HX) = — f Íx (2) "log fy (2) dz = 


loz 22D) | fx (z) do += Cloge) | fy (a) dz. (7.3.8) 


199 
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Examinemos ahora la magnitud aleatoria arbitraria Y que tiene 
la esperanza matemática igual a cero y la misma dispersión D que la 
magnitud aleatoria normalmente repartida X. La densidad de pro- 
babilidad f (y) de la magnitud Y satisface la condición 


$ vid = 


P/te)di= | atfx (jds =D. (134) 


¿—e 


Por lo tanto, en ambas integrales del último miembro de la fórmu- 
la (7.3.5), la densidad normal de probabilidad fy (2) puede ser susti- 
tuida por la densidad de probabilidad f (z). Entonces obtendremos 


MIXI =g Clog2nD) | fejde- Coro) IS 


=- J [pose loge] f (2) de 


o bien, teniendo en cuenta (7.3.2) 
HIX]=— f į (2) "log fy (2) de. (7.3.5) 
Ahora bien, la densidad de probabilidad de una magnitud aleatoria 
normalmente repartida en la expresión de su entropía, fuera del signo 
del logaritmo, puede sustituirse por la densidad arbitraria de pro- 
babilidad a la cual corresponden la esperanza matemática igual a ce- 
ro y la misma dispersión igual a D. 
Restando de la expresión (7.3.5) la expresión 


H|Y]=-= fî į (=)*log f (x) dz 
de la entropía de la magnitud aleatoria Y, obtendremos 


H1X}—H[Y]= ĵ 4 (2) og 42 a dz. (7.3.6) 


Apliquemos ahora la desigualdad (7.1.6). En virtud de esta desi- 
gualdad podemos escribir 


Mog £ = >[1-4 0] Hoge. (1.3.7) 
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Dado que la densidad de probabilidad f (z) no puede ser negativa, 
entonces de (7.3.7) se deduce que 


f į (2) log H dz>ioge Í 10 ¿2 ds 


='ioge[ Í 1a)dr— Í Íx (2) dz | =0. 


Así pues, el segundo miembro de la fórmula (7.3.6) no puede ser 
negativo, de donde se deriva que 


H IX) >H (Y). 01.3.8) 


En (7.1.6) el signo de igualdad tiene lugar solamente en el caso 
cuando u = 1. Por lo tanto, también en (7.3.8) el signo de igualdad 
tendrá lugar sólo en el caso en que la densidad do probabilidad f (z) 
coincide indénticamente con la densidad normal de probabilidad 
Íy (x). Esto es lo que demuestra que la distribución normal tiene 
mayor entropía que otra distribución cualquiera correspondiente 
a la misma dispersión. 

De un modo absolutamente análogo se demuestra que entre todas 
las distribuciones que tienon el mismo intervalo limitado de valores 
posibles de una magnitud aleatoria continua (a, b) 


è 
i fíajda=1, (1.3.9) 


la distribución uniforme en el intervalo (a, b) posee la mayor en- 
tropía. 

Con ayuda del mismo método se demuestra que entre todas las 
magnitudes aleatorias continuas positivas con la misma esperanza 
matemática m 


[1trd==1, faro di=m, (1.3.10) 


las magnitudes repartidas por la ley exponencial poseen la mayor 
entropía. 

Le proponemos al lector que por sí mismo demuestre estas aser- 
ciones en calidad de ejercicio útil. 


$ 7.4. Información que se contiene en las magnitudes 
aleatorias 


Para eliminar por completo la indeterminación de una magnitud 
aleatoria, es necesario efectuar un experimento y determinar el 
valor que ésta toma. Sin embargo, en la práctica la magnitud alea to- 
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ria X, que nos interesa, a menudo no se puede someter a una obser- 
vación. En tales casos tenemos que contentarnos con la observación 
de otras magnitudes aleatorias y por los resultados de esta observa- 
ción sacar conclusiones acerca de la magnitud X, es decir, obtener la 
información sobre la magnitud X, Si esto es posible, se dice que las 
magnitudes aleatorias que se observan contienen información sobre 
la magnitud X. Intuitivamente está claro que la información sobre 
la magnitud aleatoria dada X la puedon contener solamente magni- 
tudes aleatorias ligadas de uno u otro modo con dicha magnitud X, 
es decir, dependientes de X. Las magnitudes aleatorias independie: 
tes de X no pueden contener ninguna información de X. Ahora bien, 
se puede decir que la información es una de las formas de manifes- 
tación de la dependencia entre las magnitudes aleatorias (o entre 
fenómenos más generales). 

Es natural que como medida do cantidad de información sobre 
la magnitud aleatoria X que se contiene en la magnitud aleatoria Y 
se toma Ja disminución de la indeterminación de la magnitud X 
obtenida como resultado de la observación de la magnitud Y, es 
decir, la diferencia entre la entropía de la magnitud X y su entropía 
condicional media con respecto a la magnitud Y. Partiendo de estas 
consideraciones, la cantidad de información sobre la magnitud ale- 
atoria X contenida en la magnitud aleatoria Y se determina por lu 
fórmula 


Ly 1x1 =H IXI —H y IX). (1.44) 


La intuición nos sugiere que la cantidad de información no puede 
ser negativa. Demostremos esto. Para ello basta mostrar que la en- 
tropía condicional media de una magnitud aleatoria no puede ser 
mayor que su entropía no condicional. Para simplicidad, nos limita- 
remos al caso de magnitudes discontinuas X, Y. No obstante, esto 
se puede demostrar también, de un modo absolutamente semejante, 
referento a magnitudes aleatorias continuas. Sean X e Y dos magni- 
tudes aleatorias discontinuas cuyos valores de probabilidad se 
determinan por las fórmulas (7.2.8) —(7.2.12). La entropía condicio- 
nal media de la magnitud aleatoria X con respecto a Y, en virtud 
de (7.2.4), se determina por la fórmula 


` a 
Hy(X]== È A pi ’log Pig. (1.4.2) 


Aplicando la fórmula (7.2.10), reduzcamos la expresión de la entro- 
pía no condicional de la magnitud X a la forma 


HIXI=— X pilog p= — Y Y piglogpe (7.4.3) 
Ei 4 
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Restando miembro a miembro la fórmula (7.4.2) de la (7.4.3), 
obtendremos 


2. 
HXI- 1X1=Y Y pislog EL 
aa 
o bien, teniendo en cuenta (7.2.11) 


nom y 
ALO—HAy1X1=)) D pu ’log EL. (7.4.4) 
aa 
En virtud de la desigualdad (7.1.6) 
"og 2> (4200 
log aj > (1— ie) "oge. ás) 


De (7.4.4.) y (7.4.5) se deduce que 


MX] 2H, IX >*loge Y) J pu (1-42 


i=l j=l à 
TE 
ge (X; Y pu- X Y pa) 046) 
Aa” SA 
Pero 

2% 5 E 

Y) X py=1 Dr X p ml: 

añ arar 


Por consiguiente, la desigualdad (7.4.6) es equivalente a la desigual- 
dad 


HIX) — H, [X1 >0. (1.4.7) 


En (7.4.5) y (7.4.7) el signo de igualdad puede tener lugar solamente 
en el caso cuando piy = Pig, para todos los i, j, es decir, cuando las 
magnitudes X e Y son independientes. 

Así pues, hemos demostrado que la cantidad de información 
no puede ser negativa y puede ser igual a cero solamente en el caso 
de X e Y independientes. Si las magnitudes X e Y son dependientes, 
cada una de ellas contiene una cantidad positiva de información 
sobre la otra. 

De (7.2.21) y (7.2.22) se deduce que 


HiX1+H,1Yl = H (Y| +H,X, 
de donde 
HIX] — H, 1X] =H tY] — H; [Y]. 


Esto quiere decir que la cantidad de información que se contiene 
en Y sobre la magnitud X es igual a la cantidad de información 


296 Cap. 7 Entropía e información 


que se contiene en X sobre Y: 


I [XI =1,1Y1. (1.4.8) 
De (7.2.21) y (7.4.7) se deriva también que 
HIX, YI < H [X] + H IY). (7.4.9) 


Puesto que según lo demostrado, la entropía condicional media 
de una magnitud aleatoria no puede ser nunca mayor que su entro- 
pía no condicional, entonces, de (7.2.24) se deduce la desigualdad 


HXi <<... Xal < Y HIX (7.4.10) 


El signo de igualdad tiene lugar en (7.4.9) y (7.4.10) solamente 
en el caso de magnitudes independientes. 

Las fórmulas (7.4.9) y (7.4.10) muestran que la entropía de un 
vector aleatorio no puede ser mayor que la suma de las ontropías 
de sus componentes y puede ser igual a esta suma solamente en el 
caso de componentes independientes. 

De la desigualdad (7.4.10) se desprende también que entre todos 
los vectores aleatorios cuyas componentes tienen entropías asignadas 
de antemano, los vectores aleatorios con las componentes indepen- 
dientes poseen la mayor entropía. 

La desigualdad (7.4.10), junto con la propiedad extremal de la 
distribución normal demostrada en el párrafo anterior, muestra 
que entre todos los vectores aleatorios cuyas componentes tienen 
dispersiones asignadas de antemano los vectores normalmente 
distribuidos con las componentes independientes poseen la mayor 
entropía. 

Ejemplo 7.4.1. Hallar la cantidad do información acerca de una compo- 
nente del vector aleatorio normalmente repartido, contenida en otra componente. 


En virtud de los resultados del ejemplo 7.2.4 y la definición (7.4.1) de la 
cantidad de información tenemos 


[x)= 


o bien, tomando on consideración las relaciones (9048) y (8.649) entro Jos 
coeficióntes cy y las dispersiones y el coeficiente de correlación de las compo- 
nentes del vector aleatorio, 


1 DD, 
-ds 7 E 
1y 1X]=-7*l08 y ¿Qt "log 
donde r es ol cooficiente de correlación de las magnitudes aleatorias X e Y. 


Se puede demostrar todavía que por ninguna transformación 
de la magnitud aleatoria observada Y se puede aumentar la cantidad 
de información que ésta contiene sobre la magnitud aleatoria X. 
Con otras palabras, ninguna función de la magnitud aleatoria Y puede 


1 
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contener mayor cantidad de información sobre la magnitud X que Y. 
Solamente en el caso de una transformación recíproca unívoca, 0, 
usando la terminología física, transformación reversible, la canti- 
dad de información queda invariable. En el caso de una transforma- 
ción irreversible, la cantidad de información disminuye obligatoria- 
mente. 

Es obvio que la cantidad de información que se contiene en una 
magnitud aleatoria discontinua sobre sí misma es igual a su entropía: 


1, [X] =H 1X]. (7.4.11) 


En efecto, una vez efectuada la observación de una magnitud alèa- 
toria, no queda en ella ninguna indeterminación. Por consiguiente, 
su entropía condicional media con respecto a sí misma es igual a cero.. 
Esto es lo que demustra a la fórmula (7.4.11). 

Al comparar la fórmula (7.4.11) con (7.4.1), se deduce que nin- 
guna magnitud aleatoria puede contener más información sobre la 
magnitud aleatoria discontinua X que la misma magnitud X. Esto 
está claro intuitivamente sin recurrir a las fórmulas. 


Capítulo 8 


Determinación de las características 
estadísticas según los resultados 
de Jos experimentos 


$ 8.1. Determinación de las probabilidades 
de acontecimientos, las funciones de distribución 
y las densidades de probabilidad 


Como sabemos, la estabilidad singular de las frecuencias de acon- 
tecimientos y de los valores medios aritméticos de magnitudes alea- 
torias es un factor experimental importantísimo que sirvo de baso 
de la Teoría de las Probabilidades y determiva la posibilidad de su 
empleo práctico. En el $ 1.2 dimos la explicación elemental de estos 
factores. En los ejemplos del $ 3.9 los últimos fueron explicados 
teóricamente con ayuda de las propiedades principales de las esperan- 
zas matemáticas y las dispersiones de magnitudes aleatorias. La 
estabilidad de frecuencias y medias, que se observa prácticamente 
y se desprende de los principios fundamentales de la Teoría de las 
Probabilidades, da la posibilidad de determinar por vía experimen- 
tal las características estadísticas principales (las probabilidades de 
acontecimientos y las esperanzas matemáticas de magnitudes aleato- 
rias). En todos los casos esta posibilidad se determina por el hecho de 
que las dispersionos de ciertas funciones de los resultados aleatorios 
de los experimentos tienden a cero al crecer ilimitadamente el número 
de pruebas. La frecuencia de un acontecimiento es la relación de la 
magnitud aleatoria (el número de veces de producirse el aconteci- 
miento) al número de pruebas, es decir, ella misma es una magnitud 
aleatoria. En distintas series de n experimentos iguales cada una, la 
frecuencia del acontecimiento tomará distintos valores, Sin embargo, 
la dispersión de la frecuencia siempre puede ser hecha tan pequeña 
cómo se quiera si se realiza en la serie n un número de experimentos 
lo suficientemente grande. La media aritmética de la magnitud alea- 
toria obtenida en una serie de experimentos es una magnitud aleato- 
Tia, puesto que el valor de la magnitud aleatoria que se examina 
«es en cada prueba aleatorio. Por consiguiente, en distintas series de 
n experimentos iguales la media aritmética de la magnitud aleatoria 
prácticamente siempre tomará diferentes valores. No obstante, tenien- 
«do la serie un número de pruebas n lo suficientemente grande, la 
dispersión de la media aritmética puede ser hecha tan pequeña como 
se quiera. Debido a esto la fluctuación de las medias aritméticas, en 
distintas series de n experimentos cada una, será tan pequeña como 
se quiera siempre que n sea lo bastante grande. Así pues, al aumen- 
tar ilimitadamente el número de pruebas, las frecuencias de aconte- 
cimientos y las medias aritméticas de magnitudes aleatorias tratan, 
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en cierto grado, de «dejar de ser aleatorias» y estabilizarse alrededor de 
las características teóricas correspondientes: probabilidades de aconte- 
cimientos y esperanzas matemáticas de magnitudes aleatorias. 

“Vemos que es imposible determinar exactamente las caracterís- 
ticas estadísticas a base de experimentos, ya que, cualquiera que 
sea el número finito de experimentos, las frecuencias de acontecimien- 
tos y las medias aritméticas de magnitudes aleatorias, calculadas 
según los resultados aleatorios de las pruebas, serán aleatorias. 
Además, es difícil hablar incluso sobre una determinación aproxi- 
mada de las características estadísticas, puesto que, cualquiera que 
sea el número finito de pruebas, las dispersiones de-frecuencias y de 
medias aritméticas son distintas del cero debido a lo-cual es imposible 
estimar de un modo corriente el error de los resultados. Con otras 
palabras, es imposible valorar un error límite posible y garantizar 
que éste no sea superado. Siempre existe, aunque sea, tal vez, muy 
pequeña, la probabilidad de que el límite asignado de un error sea 
sobrepasado. Por eso en la Teoría de las Probabilidades se suele 
hablar no sobre la determinación, según los datos experimentales, de 
los valores precisos o aproximados de las características estadísticas 
sino sobre la estimación de los mismos. La calidad de estimación, 
es decir, su proximidad a la característica estadística que se aprecia 
se determina generalmente por la magnitud que el error de estima- 
ción no puede superar con una probabilidad asignada de antemano. 
Esta magnitud siempre puede ser determinada si se conoce la ley 
de distribución de la estimación. 

En virtud de los razonamientos expuestos, se llama estimación 
de una característica estadística (probabilidad, función de distri- 
bución, esperanza matemática, dispersión, momento de correlación, 
etc.) a tal función de los resultados de los experimentos que puede ser 
tomada como valor conveniente de la característica que se aprecia, 
La estimación de la característica estadística es función de los resul- 
tados de los experimentos y, tal vez, de los parámetros conocidos 
de la distribución de los mismos, pero no puede depender de los 
parámetros desconocidos de la ley de distribución, en particular de 
la característica que se aprecia. 

La ostimación de la característica estadística se denomina fun- 
dada, si, al aumentar ilimitadamente el número de experimentos, 
su esperanza matemática tiende hacia la característica que se apre- 
cia y su dispersión tiende a cero. Si, por lo monos, una de estas dos 
condiciones no se ha cumplido, la estimación se llama no fun- 
dada. 

En la práctica se emplean de ordinario sólo las estimaciones 
fundadas, puesto que únicamente en este caso se puede obtener una 
estimación tan precisa como se quiera (es decir, una probabilidad 
de grandes errores tan pequeña como se quiera) al ser el número de 
experimentos lo suficientemente grande. 
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La estimación cuya esperanza matemática, cualquiera que sea 
el número de experimentos, es igual a la característica estadística 
que se aprecia se denomina no desplazada. La estimación cuya esperan- 
za matemática no es igual a la característica estadística que se apre- 
cia se denomina desplazada. 

La determinación de las ostimaciones de las características 
estadísticas, sus leyes de distribución y los errores admisibles com. 
probabilidades correspondientes es la tarea principal do un apartado 
especial de la Teoría de las Probabilidades denominada Estadística 
Matemática. La Estadística Matemática moderna representa una 
vasta y bien estudiada asignatura que dispone de numerosos y efica- 
ces métodos de investigación y a la cual se han dedicado muchos 
libros especiales. En esta breve introducción a la Teoría de las 
Probabilidades no es posible exponer ni siquiera algunos métodos 
fundamentales de Estadística Matemática. Por eso nos limitamos 
aquí a los procedimientos más elementales de la determinación de 
las apreciaciones de las características estadísticas principales. A los 
lectores que deseen conocer más profundamente los métodos de la 
Estadística Matemática moderna les recomendamos el excelente: 
libro de H. Kramer*). 

Es conveniente tomar por estimación de la probabilidad p de un 
acontecimiento la frecuencia de producción del mismo p* obtenida 
como resultado de experimentos, es decir, la relación del número: 
de veces m de suceder el acontecimiento al número n de todos los 
experimentos realizados: 


p=t. (8.1.1) 


La frecuencia de un acontecimiento es una magnitud aleatoria: 
que toma un valor determinado solamente después de efectuarse el 
experimento. En distintas series de n pruebas cada una, la frecuen- 
cia toma distintos valores. Designemos por X, el número aleatorio: 
de'vetes que ocurre el acontecimiento si se realizan n experimentos. 
Entonces la frecuencia del acontecimiento, considerada como magni- 
tud aleatoria P*, se determina por la fórmula 


le Ke j 
Poč. (8.1.2) 


Al calcular la estimación de la probabilidad de un acontecimiento, 
la. magnitud aleatoria X, se sustituye por su valor m que se ha obte- 
nido como resultado de los experimentos. En conclusión se obtiene 
la fórmula (8.1.1). 


*) H, Kramér. Mathematical Methods of Stadistics. Princeton Uni 
Press, 1946 (Versión rusa: H. Kramer. Métodos matemáticos de Estadística. 
Editorial de Literatura Extranjera, 1948). 
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fue mostrado que la esperanza matemática 
y su dispersión se determinan por las fórmulas 
{Véanse las fórmulas (3.9.25) y (3.9.26)l 


Mp” 


=p. DIP =}, (8.1.3) 


«donde p es la probabilidad buscada del acontecimiento y q = 1 — 
— p. La primera fórmula (8.1.3) muestra que la frecuencia del 
acontecimiento es la estimación no desplazada do la probabilidad 
del mismo. La segunda fórmula (8.1.3) muestra que la dispersión 
de frecuencia es inversamente proporcional al número de exporimen- 
tos n. Si la calidad de estimación (8.1.2) se caracteriza por su desvia- 
ción cuadrática media, se puede decir que el error de la estimación 
«de probabilidad de un acontecimiento, según la fórmula (8.1.1), 
decrece inversamente proporcional a la raíz cuadrada del número 
de experimentos a medida que aumenta este número. Así, por ejemplo, 
al aumentar el número de experimentos 100 veces, el error de estima- 
ción disminuye 10 veces. 

La función de distribución de la magnitud aleatoria X representa 
la probabilidad del acontecimiento X < zx considerada como fun- 
ción de la variable z. Por eso en calidad de estimación de la función 
de distribución de la magnitud aleatoria X se puede tomar la fre- 
cuencia del acontecimiento X < z calculada para todos los valores 
«le æ. Como vimos en el $ 1.2, al realizar n experimentos, la frccuen- 
cia del acontecimiento X < x siempre so representará por una curva 
escalonada, con ello, las alturas de los escalones son iguales a 1/n 
o múltiples de este número. Para hallar la estimación de la función 
de distribución de una magnitud aleatoria continua, esta curva 
escalonada comúnmente se alisa, es decir, se sustituyo por una curva 
más suave. Así pues, por estimación de la función de distribución de 
una función aloatoria X se toma generalmente la función obtenida 
mediante la diferenciación de la curva escalonada de la función 
empírica de distribución hallada como curva de la frecuencia del 
acontecimiento X < z en función de z. La diferenciación puede 
ser llevada a cabo con ayuda de una curva analítica convoniente 
o a simple vista. En el primer caso se obtiene una expresión analí- 
tica de la estimación de la función de distribución. En el segundo 
caso la estimación de la función de distribución se obtiene en forma 
de una curva suave que la representa. 

La derivación de la expresión analítica de la estimación de la 
función de distribución de una magnitud aleatoria es el mejor pro- 
cedimiento para hallar la estimación de la densidad de probabilidad 
de la misma. Sin embargo, se puede encontrar también las estima- 
ciones de las densidades de probabilidad por medio de la derivación 
gráfica de las curvas que representan las estimaciones de las funcio- 
nes de distribución. Por fin, se puede hallar la estimación de la den- 
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sidad de probabilidad de una magnitud aleatoria, sin determinar 
previamente la función de distribución, como la densidad de la fre- 
cuencia con que el valor de la magnitud aleatoria va a parar en dis-* 
tintos pequeños intervalos del eje numérico. Para esto el intervalo, 
i en el cual han ido a parar todos los 
valores de la magnitud aleatoria, 
observados como resultado de los. 
experimentos, se divide en interva= 
los pequeños y para cada intervalo. 
se determina la relación entre la 
la frecuencia con que el valor de la 
g F magnitud aleatoria alcanza este 
intervalo y su longitud. Los resul- 
tados obtenidos se representan grá- 
ficamente, Para esto en cada intervalo se construye un rectángulo 
cuya altura es igual a la relación de la frecuencia con que el valor 
de la magnitud aleatoria va a parar en este intervalo a su longitud 
(tig. 8.1.1). A semejante gráfico se le llama polígono de frecuencias. 
Para hallar la estimación de la densidad de probabilidad, el poligono 
de frecuencias obtenido se alisa con ayuda de una curva analítica 
conveniente. Como resultado se obtiene la expresión analítica de 
la densidad de probabilidad. 


$ 8.2. Determinación de los momentos 
de magnitudes aleatorias 


Por estimación de la esperanza matemática de una magnitud 
aleatoria conviene tomar su media aritmética obtenida como resul- 
tado de experimentos. Supongamos que como resultado de n pruebas 
independientes realizadas en iguales condiciones la wagnitud uleato- 
ria X toma los valores Zs, . . ., Zn. Entonces la estimación mi de 
la esperanza matemática m, se determinará por la fórmula 


m= 2 Za. (8.2.1) 
Sa 


La estimación de la esperanza matemática toma un valor determi- 
nado solamente después de llevar a cabo los experimentos, puesto 


que las magnitudes zı, . . ., Z, representan los valores de la magni- 
tud aleatoria z obtenidos como resultado de las pruebas, Designe- 
mos por medio de Xy, . . ., X, los valores aleatorios de la magnitud 


aleatoria X en n experimentos dados. Entonces la estimación de la 
esporanza matemática de la magnitud aleatoria X, considerada antes 
do realizar la prueba como magnitud aleatoria, se expresará por la 
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fórmula 


» 
Mi=L Y X: (8.2.2) 
ds 


En el ejemplo 3.9.2 fue demostrado que la esperanza matemática 
y la dispersión de la media aritmética de una magnitud aleatoria 
X al efectuar n experimentos se determinan por las fórmulas [véanse 
las fórmulas (3.9.27)] 


MUI=m, DIMY=%2, 8.2.3) 


donde Dy es la dispersión de la magnitud aleatoria X. La primera 
fórmula (8.2.3) muestra que la media aritmética es una estimación 
no desplazada de la esperanza matemática de la magnitud alcatori: 
La segunda fórmula (8.2.8) muestra que siompre que la precisión 
de la estimación (8.2.2) se caracterice por su desviación cuadrática 
media, el error de la estimación de la esperanza matemática decrece 
inversamente proporcional a V7 al aumentar n. 

La dispersión do la magnitud alcatoria X representa, según la 
definición, la esperanza matemática de la magnitud aleatoria 
(X --- m.)?. Por eso la media aritmética de la magnitud (X — m,)* 
es una estimación natural D$ de la disporsión Dx. 


23 (amp. (8.2.4) 
a 


Esta estimación depende de la esperanza matemática my de la magni- 
tud aleatoria X. Por eso puede ser aplicada sólo on el caso on que la 
esperanza matemática de la magnitud aleatoria sea conocida. En 
este caso la estimación (8.2.4), como estimación de la esperanza 
matemática de la magnitud aleati Y = (X — m4)*, es una esti- 
mación no desplazada de la dispersión de la magnitud aleatoria X. 

Sin embargo, la esperanza matemática de una magnitud aleatoria 
es, como regla, desconocida y se determina por los resultados de los 
mismos experimentos que la dispersión. En tales casos conviene 
sustituir en la fórmula (8.2.4) la esperanza matemática por su esti- 
mación. Como resultado, para la estimación de la dispersión de la 
magnitud aleatoria X se obtiene la fórmula 


Disi D (em. (8.2.5) 
as 
No obstante, esta estimación resulta ser desplazada. Para demostrar 


esta afirmación, sustituyamos en la fórmula (8.2.5) los valores con- 
cretos Zi, . .., 2, de la magnitud aleatoria X, obtenidos como resul- 
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tado de experimentos, por las magnitudes aleatorias correspondien- 
tes Xy, + - -, Xa y vamos a considerar la estimación de la dispersión, 
sin enlazarla con pruebas concretas, como magnitud aleatoria: 


Zi=L J (XM. (8.2.6) 


it 


Para determinar la esperanza matemática de esta estimación, basta 
sustituir todos los sumandos de la suma por las esperanzas matemá- 
ticas de los mismos (véase el $ 3.8). Calculemos previamente las espe- 
ranzas matemáticas de los sumandos que forman la suma de la fór- 
mula (8.2.6). Conforme a la definición de la dispersión de una magni- 
tud aleatoria, teniendo en cuenta que la esperanza matemática de 
la diferencia X; — M2 es igual a cero, tenemos 


MX: —Mi)i=DIX¡— M3. (8.2.7) 
Pero 


n 


x-4) x= (14) xi 


par pa] 


Xxi—M 


donde el índice i anexo a la suma muestra que la adición se realiza 
con respecto a todos los valores del índice j de 4 hasta n, salvo el 
valor j = i. Así pues, la diferencia X; — MÍ representa una función 
lincal de n magnitudes aleatorias Xy, .. ., Xp. Estas magnitudes 
son independientes puesto que según la suposición los experimentos 
son independientes. Por eso, para calcular la dispersión de Ja dife- 
rencia X; — Mż so puede aplicar la fórmula (3.9.7) para la disper- 
sión de una función lineal de magnitudes aleatorias no correlaciona- 
das. Dado que los experimentos, según la suposición, se efectúan 
en condiciones iguales, las dispersiones de todas las magnitudes 
Xi» .. «y Xn son equivalentes e iguales a la dispersión Dy de la 
magnitud aleatoria X. Así pues, aplicando la fórmula (3.9.7), obten- 
dremos un sumando igual al producto de D, por el cuadrado del 
eosficiónte anexo a Xi y n — t sumandos iguales al producto de D, 
por 1/n*: 


DiX: -M= (1-4 o+ 


Da. (8.2.8) 


Las fórmulas (8.2.7) y (8.2.8) muestran que las esperanzas matemáti- 
cas de todos los sumandos en la suma de la fórmula (8.2.6) son igua- 
les, Por lo tanto, 


MiZ,) 
Así pues, la esperanza matemática de la estimación de la dispersión 


D, (8.2.6) no es igual a la dispersión Dy, aunque tiende a D, cuando 
n > œ, como esto debe ser de acuerdo con la definición de la estj- 


(8.2.9) 
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mación. El resultado obtenido muestra que la fórmula (8.2.5) da 
una estimación desplazada de la dispersión. Esto quiere decir que, 
aplicando la fórmula (8.2.5) para estimar la dispersión de una magni- 
tud aleatoria, obtendremos un error sistemático. La dispersión 
resultará ser por término medio menor que la real. 

Para hallar una estimación no desplazada de la dispersión de la 
magnitud aleatoria cuya esperanza matemática es desconocida, obser- 
vemos que, en virtud de la fórmula (8.2.9), la esperanza matemática 
de una magnitud aleatoria 


n 

Y My (8.2.40) 
a 

es igual a la dispersión Dy de la magnitud aleatoria X. Por eso 

la estimación no desplazada de la dispersión D, de la magnitud alea- 

toria X suele determinarse por la fórmula 


Di= D (moy. (8.211) 
i= 
Esta fórmula se aplica generalmente para determinar las dispersio- 
nes de magnitudes aleatorias por los resultados de los experimentos 
cuando las esperanzas matemáticas son desconocidas. 
Análogamente se hallan las estimaciones de los momentos de 
correlación de magnitudes aleatorias. Como, según la definición, 
el momento de correlación kyy de dos magnitudes aleatorias realos 
X e Y es la esperanza matemática de la magnitud aleatoria 
(X — ma) (Y — my), entonces la estimación natural del momento 
de correlación es la media aritmética do esta magnitud aleatoria: 


E E å 
u=- D (a Ma) (yi — m). (8.2.12) 
ʻi 
Esta fórmula da una estimación no desplazada del momento do co- 
rrelación siempro quo las esperanzas matemáticas de las magnitudes 
aleatorias X e Y sean conocidas. 
Si las esperanzas matemáticas de las magnitudes aleatorias 
X e Y son desconocidas, entonces la estimación no desplazada de 
su momento de correlación Xy se ofrece por la fórmula 
5 D (emi) (mp. (8. 
a 
donde mi, m% son las estimaciones do las esperanzas matemáticas 
de las magnitudes aleatorias X, Y respectivamente: 
» a 


43) 


Ya 20-0938 
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$ 8.3. Determinación de los momentos 
de funciones aleatorias estacionarias 


Al determinar las características de funciones aleatorias estaciona- 
rias, se supone comúnmente que éstas son ergódicas y se utiliza una 
sola realización suficientemente larga de la magnitud aleatoria, 
obtenida experimentalmente. Supongamos que como resultado de 
la prueba ha sido obtenida la realización z (č) de la función alea- 
toria estacionaria ergódica X (1) en el intervalo 0 <1< T. En- 
tonces, en virtud de lo expuesto en el $ 5.5, por estimación do la 
esperanza matemática de la función aleatoria X (£) so puede tomar 
la magnitud 

ë 
m=- il z (0 dl. (8.3.1) 


Según lo demostrado en el § 5.5, la esperanza matemática de esta 
estimación es igual a la esperanza matemática mx de la función 
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Fig. 8.3.2. 


aleatoria X (t) y su dispersión tiende a cero cuando T — oo. Por 
consiguiente, la fórmula (8.3.1) da una estimación no desplazada 
de la esperanza matemática de la función aleatoria estacionaria X (1), 
La estimación de la función correlativa k, (1) de una función 
aleatoria estacionaria ergódica (con respecto a la correlativa) se 
determina, en virtud de los resultados del $ 5.5, por la fórmula 
Tar 


=> f (m8) [z (t4) —méjdt. (8.3.2) 


Aquí el valor medio ha sido tomado en el intervalo (0, 7 — 1) puesto 
que las funciones z() y 7 (t+) son conocidas conjuntamente 
solamente en este intervalo (fig. 8.3.1). La fórmula (8.3.2) da la 
estimación de la función correlativa para t > 0. Cuando t < 0, la 
estimación de la función correlativa se determina de la condición 
de su paridad 
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Se puede recomendar que la fórmula (8.3.2) se aplique cuando 
q< T/5. Si t tiene grandes valores, el error de la estimación de la 
función correlativa según la fórmula (8.3.2) aumentará. Si la estima- 
ción de la función correlativa, obtenida por la fórmula (8.3.2), tiende 
con evidencia a cero al aumentar t (fig. 8.3.2), se considera que la 
suposición acerca de la ergodicidad de la función aleatoria es justa. 
Si la estimación de la función correlativa tiene una «cola» distinta 
del cero (fig. 8.3.3), se considera que la suposición acerca de la 
ergodicidad no se justifica. En 
estos casos conviene determinar cuál Ko 
es la causa de no ergodicidad. En el 
$ 5.5 hemos visto que una causa 
típica de no ergodicidad de un pro- 
ceso aleatorio estacionario con res- 
pecto a la función correlativa es la 
presencia de una componente perjó- a 
dica en la propia función aleatoria. Fig. 8.3.3. 

Si es ésta la causa de no ergodici- 

dad (más exactamente, de «no atenuación» de la función correlativa), 
conviene separar de la función aleatoria Ja componente periódica 
y sólo después hallar la estimación de la función correlativa apli- 
cando la fórmula (8.3.2). 

Si en la función aleatoria en cuestión hay una componente sinu- 
soidal, entonces, en virtud de los resultados de los ejemplos 5 
y 5.5.3, la fórmula (8.3.2) dará en la función correlativa una cosinu- 
soide de la misma frecuencia, cuya amplitud es igual a la mitad del 
cuadrado de la amplitud de la componente sinusoidal de la función 
aleatoria. Prácticamente esta cosinusoide en la forma pura servirá 
de «cola» de la función correlativa (fig. 8.3.3). Por eso la frecuencia 
y la amplitud de la componente sinusoidal que forma parte de una 
función aleatoria estacionaria se determina fácilmente por la «cola» 
que se tiene en la estimación de la función correlativa. Al mismo 
tiempo, la fase de la componente sinusoidal puede ser determinada 
sólo por selección procurando obtener que desaparezca la componente 
periódica en la estimación correlativa. En el caso de que en la esti- 
mación de La función correlativa haya una componente periódica no 
sinusoidal, conviene descomponer esta última en la serie de Fourier 
en los cosenos de las frecuencias correspondientes al período. Con 
ello, serán determinadas las amplitudes y frecuencias de las sinusoides 
correspondientes que forman parte de la propia función aleatoria. 
Las fases de estas sinusoides se determinan seleccionándolas por 
turno de modo que se logre la desaparición de las cosinusoides corres- 
pondientes en la «cola» de la función correlativa. 

De un modo absolutamente análogo se halla la estimación de la 
función correlativa recíproca de dos funciones aleatorias estacionarias 
y estacionariamente ligadas X (2) y Y (f). Si se supone que estas 

20 
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Iunciones aleatorias sou orgódicas con respecto a la función correla- 
tiva recíproca, entonces la estimación de esta última a base de un 
par de realizaciones z (1) e y (t) de las funciones aleatorias X (f) 
e Y (9 anotadas en el intervalo 0 < £ < T se determina por la fór- 
mula 

Tar 


1 $ em y +m dt, (8.3.3) 


ka= 


T 


Esta fórmula ofrece la estimación de la función correlativa recíproca 
para t > 0. Cuando t < 0, la estimación de la función correlativa 
recíproca, en virtud de la relación (5.1.14), se determina por la fórmu- 
la 


Vu (1) = ki (— 1). (8.3.4) 


Las integrales de las fórmulas (8.3.4), (8.3.2) y (8.3.3) pueden 
ser calculadas con ayuda de calculadoras analógicas. Al determinar 
las estimaciones de las esperanzas matemáticas y funciones correla- 
Uvas do funciones aleatorias estacionarias valiéndose de calculado- 
ras digitales y de calculadoras manuales, las integrales de las fórmu- 
las (8.3.4), (8.3.2) y (8.3.3) so sustituyen por sumas. Para esto inter- 
valo (0, 7) se divide en un gran número n de intervalos iguales de 
longitud A = T/n y la integral en (8.3.1) se sustituye por la suma: 


Se (4—4). 


ini ia 


min y a (1103) a= 


Poniendo aquí, para abreviar, que 
a=a(ia $) (bom 


obtendremos para la estimación de la esperanza matemática de la 
función aleatoria X (/) la fórmula 


m=} Y 2. (8.3.5) 


tt 


Análogamento, para las estimaciones de la función correlativa 
y de la función correlativa recíproca obtendremos las fórmulas 


my Y (m (runm), (835) 
á 
kh (majai Y (mg (Wunmi). (637) 


im 


$ 8.3. Determinación de los momentos 309 


Pasemos ahora a determinar las densidades espectrales de funcio- 
nes aleatorias estacionarias. Como procedimiento más sencillo para 
hallar la estimación de la densidad espectral de una función alea- 
toria estacionaria puede servir la aproximación previa de estima- 
ción de la función correlativa de una de las tres funciones correlati- 
vas tipo, examinadas en los ejemplos de los $$ 5.2 y 5.3, o de la com- 
binación lineal de tales funciones, con determinación sucesiva de 
la densidad espectral por las fórmulas (5.2.22) 6 (5.3.9). Con ello, 
la estimación de la densidad espectral se obtiene en forma de una 
función racional fraccionaria, lo que es muy cómodo para resolver los 
problemas prácticos para los cuales so determina la densidad espectral. 

En virtud de los resultados del $ 5.5, la estimación de la fanción 
correlativa de una función aleatoria estacionaria, ergódica con respec- 
to a la función correlativa 

tos 
E f XOH X? (14 1) dt, (8.3.8) 


Ki =p 


tiende a la función correlativa ks (1): 
lim K? (1) = kx (1), (8.3.9) 
Toe 


en el sentido de que la esperanza matemática del cuadrado de la dife- 
rencia entre K? (t) y ks (1) tiende a cero cuando 7 — co, Surge la 
pregunta: ¿Se podría determinar la estimación de la densidad espec- 
tral sustituyendo en la fórmula (5.3.9) directamente la estimación de 
la función correlativa calculada por la fórmula (8.3.2)? Con ello, 
es necesario sustituir en la fórmula (5.3.9) el intervalo infinito de 
integración por ol finito (—7, 7), puesto que, por la realización de 
la función aleatori.. de longitud 7, es imposible determinar por la 
iórmula (8.3.2) la estimación de la función correlativa para | 1 | > T. 
Para resolver la cuestión planteada, es necesario hallar la esperanza 
matemática y la dispersión de la función aleatoria 


T T 
TS) ==> i Kè (0) cosordr= £ | Kz (1) cosordr. (8.3.10) 
-r 


Es fúcil ver que, en virtud de las fórmulas (8.3.9) y (5.3.9), la espe- 
ranza matemática de la función aleatoria Š% (w) tiende hacia la 
densidad espectral sy («) de la función aleatoria X (1) para T -» 00. 
No obstante, en el caso general, la dispersión de la función aleatoria 
32 (w) no tiende a cero cuando T — œ. Por lo tanto, la función 
(8.3.10), obtenida como resultado de la transformación de Fourier 
de la estimación de la función correlativa, es una estimación no 
fundada de la densidad espectral y por eso prácticamente no puede 
servir de estimación de dicha densidad. 
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Para hallar la estimación fundada de la densidad espectral valin- 
dose directamente de la estimación de la función correlativa, sin 
aproximarla previamente por la expresión analítica, observemos 
que para la función aleatoria normalmente repartida X (f) la función 


3: (o) posce la propiedad de que para cualesquiera ©; y © fijas*) 


el o 
Lia js (0) do = je (0) de, (8.3.11) 


En (8.3.44) el límite debe comprenderse en el sentido de que la 
esperanza matemática del cuadrado de la diferencia entre las integra- 
les en (8.3.11) tiende a cero para 7 — œ. En virtud de (8.3.11) se 
puede considerar prácticamente que, cuando T sea suficientemente 
grande, será válida la igualdad aproximada 


a og 
$5 (0) do œ j s:(0) de (8.3.12) 
5 à 
independientemente de la realización posible de la función aleatoria 
X (t) utilizada para el cálculo de la función 32 (w). 

Poniendo en (8.3.12) o, = @o— a, 02 =09 +a, para un 
valor de a lo suficientemente pequeño, obtendremos 


Y sx (0) de = 2ass (0%). (8.3.13) 


osa 


De otro lado, en virtud de (8.3.10) 


r 
Sa) do f Keq Sotarn oT dy 
uza 0 
z 
=2 j K (1) SEE q, (8.3.14) 


Sustituyendo las expresiones (8.3.13) y (8.3.14) en (8.3.12), obten- 
dremos después de dividir por 2a 


ES 
+ f Ke (a) EA de a sy (00). (8.3.15) 
i 


+) Véase J. L. Doob. Stochastic Processes. John Wiley, 1953, chapt. 10, 
$8 (Versión rusa: J. L. Doob. Procesos probabilísticos. Editorial de Literatura 
Extranjera, 1956, cap. 10, $ 8). 
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De aquí se ve que de estimación fundada de la densidad espectral 
de una función aleatoria estacionaria X (t) puede servir la función 


> 
sot j Ke (1) SLren AE qe, (8.3.16) 


ar 


donde k? (x) es la estimación de la función correlativa calculada por 
la fórmula (8.3.2). 

Al deducir la fórmula (8.3.15), fue aplicado el teorema de la me- 
dia a la integral del segundo miembro de la igualdad (8.3.12). Tene- 
mos derecho a hacerlo siempre que la densidad espectral s, (w) 
sea continua en el intervalo (oy — a, ©» +a). Sin embargo, el 
teorema de la media no se puede de ningún modo aplicar a la integral 
del primer miembro de la igualdad (8.3.12). Esto so explica por:el 
carácter especial de la función aleatoria 32 (w). Todas sus realizacio- 
nos son funciones que oscilan rápidamente en una gran gama. Ade- 
más, siendo 7 lo suficientemente grande, sus realizaciones, en un 
intervalo tan pequeño como se quiera (©, 6»), realizan en amplios 
límites una infinidad de oscilaciones caóticas. Por eso el valor de la 
función aleatoria Si (w) en el punto ws es aleatorio, tiene una gran 
dispersión y debido a esto no puede ser tomado por su media en este 
intervalo. Por este mismo carácter de las realizaciones de la función 
aleatoria $$ (o) se explica el hecho de que la igualdad (8.3.11) es 
válida, mientras que la propia función aleatoria Š$ (w), cualquiera 
que sea el valor œ, no tionde hacia el valor correspondiente de la 
densidad espectral sy (©). Como resultado de la integración, las 
oscilaciones de la función aleatoria 32 (w) se alisan, y al ser 7 lo 
suficientemente grande, cuando el número de oscilaciones en el inter- 
valo (0;, 07) se hace grande, las desviaciones de esta función hacia 
arriba se compensan prácticamente por completo con las oscilacio- 
nes hacia abajo y la integral se hace prácticamente independiente 
de la realización concreta de la función aleatoria 32 (œ). La fórmula 
(8.3.15) es resultado de este alisado de la función S% (w). 

Cuanto mayor sea la magnitud a en las fórmulas anteriores, tanto 
mejor se alisarán las oscilaciones de la función aleatoria 3% (w), 
tanto más exacta será la igualdad (8.3.12) para la longitud dada de 
la realización 7. Sin embargo, la igualdad (8.3.13) será tanto más 
exacta, cuanto menor sea a. Es obvio que esta igualdad es absoluta- 
mente exacta cuando la densidad expectral sẹ (w) varía linoalmente 
en el intervalo (0s — a, œ + a). Por eso la magnitud a debe ser 
elegida lo suficientemente pequeña para que la densidad espectral 
Sx (0) pueda ser considerada aproximadamente como función lineal 
en el intervalo (0) — a, 09 + a). Ahora bien, la magnitud a debe 
ser escogida en la fórmula (8.3.16) satisfaciendo dos requisitos contra- 
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dictorios. Es evidente que estos requisitos los satisface el mayor 
valor de a para el cual la densidad espectral s, (©) puede ser con 
derada aproximadamente lineal en cualquier intervalo de frecuen- 
cias de longitud 2a. Prácticamente la magnitud conveniente de a 
se determina por selección, 

De un modo semejante, para la estimación de la densidad espectral 
recíproca de dos funciones aleatorias estacionarias y estacionaria- 
mente ligadas X (t) e Y (£) se obtiene la fórmula 


T 
kžy (T) etor ER ET de, (8.3.17) 
T 


se 1 
ss o= 


$ 8.4. Determinación de los momentos 
de funciones aleatorias no estacionarias 


El cálculo de la estimación de la esperanza matemática de una 
función aleatoria estacionaria, valiéndose de la fórmula (8.3.1), 
se puedo considerar como alisado de su realización obtenida como 


Fig. 8.4.1. Fig. 8.4.2, 


resultado del experimento (fig. 8.4.1). Es natural que surja la idea 
de generalizar este procedimiento para las funciones aleatorias no 
estacionarias y determinar la esperanza matemática de una función 
aleatoria no estacionaria alisando una de sus realizaciones 
(fig. 8.4.2). Esto es completamente posible si la realización de una 
función aleatoria X (2), obtenida como resultado del experimento, 
es lo suficientemente larga. En este caso el alisado de la realización 
puede ser efectuado a simple vista o bien aplicando cualquier otro 
método de alisado de funciones. Para alisar a simple vista, es nece- 
sario construir la realización obtenida (o anotarla directamente du- 
rante la prueba) en una escala lo suficientemente pequeña por el 
eje de la variable independiente, para que se manifieste lo más cla- 
tamente posible la banda Henada por la realización . Trazando a sim- 
ple vista la línea axial de esta banda, obtendremos precisamente 
la curva que puede ser tomada por estimación de la esperanza mate- 
mática de la función aleatoria. 
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Para alisar con ayuda de calculadoras digitales o calculadoras 
manuales, se puede aplicar el método de la media móvil. Este método 
consiste en que por valor alisado de la función en cualquier punto 
1 se toma su media en cierto intervalo con centro en el punto +. Al 
variar 1, este intervalo se mueve a lo largo del eje t que es lo que 
explica el nombre dado a este método. Aplicando el método de lá 
media móvil, obtendremos para la estimación de la esperanza mate- 
mática de una función aleatoria no estacionaria la fórmula 


1 tto 
mi=35 | x(s)ds. (8.4.4) 
2To d 


Cuanto más grande sea el intervalo 27, en ésta fórmula tanto mejor 
será el alisado. Por otro lado, si Tg es muy grande, se alisárá tam- 
bién la propia esperanza matemática de la función aleatoria. Por 
eso se recomienda elegir T% lo suficientemente grande, para que en 
cualquier intervalo de longitud 27, el carácter aleatorio de la fun- 
ción aleatoria dada «se manifieste lo bastante» en la realización 
anotada (es decir, para que en cualquier intervalo de longitud 27, 
se observe una cantidad suficientemente grande de oscilaciones de 
la realización), y lo suficientemente pequeño para que la esperanza 
matemática de la función aleatoria X (t) pueda ser considerada 
aproximadamente lineal en cualquier intervalo de longitud 27o. 

Si estas condiciones no se observan, es imposible en principio 
determinar la esperanza matemática de la función aleatoria alisando 
una de sus realizaciones. De ejemplo típico de esta clase puede ser- 
vir la función aleatoria en la cual prácticamente todas las realiza- 
ciones posibles se representan por curvas suaves. La esperanza mate- 
mática de tal función aleatoria puede ser determinada solamente 
teniendo un número suficientemente grande de realizaciones. 

Para determinar la estimación de la función correlativa de una 
función aleatoria no estacionaria por el método de alisado, parti- 
remos de la igualdad 


Ka (t+ m, t) = M [X° (t + 1) X° (0) (8.4.2) 


En virtud de esta igualdad, la estimación del valor de la función 
correlativa, cualquiera que sea el valor fijo de v, puede ser obtenida 
alisando la realización de la función aleatoria 


Ze (= [X (140) — ME (t+) iX (O) — M3 0], (8.4.3) 


que se considera como función de t. El alisado puede llevarse a cabo 
a simple vista, trazando la línea axial de la banda en la cual oscila 
la realización de la función aleatoria o bien aplicando cualquier otro 
método de alisado de funciones. Al utilizar para el alisado el método 
de la media móvil, obtedremos para la estimación de la función co- 
21-0938 
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rrelativa la fórmula 
Hn 


ar; | leet mt (s+) le ()— mz (8) ds. (8.4.4) 


Kitr 0) 


7 


T 

La magnitud 7, debe ser elegida lo más grande posible, pero tal 
que el valor de la función correlativa para el valor dado de T, consi- 
derado como función de £, pueda ser estimado aproximadamente como 
función lineal en cualquier intervalo de longitud 274. 

Convicne subrayar que la determinación de la esperanza mate- 
mática y de la función correlativa de una función aleatoria no esta- 
cionaria aplicando el método de alisado es posible solamente en el 
caso en que la longitud de la realización anotada supera considera- 
blemente el intervalo de correlación de la función aleatoria. No 
obstante, en este caso la precisión de las estimaciones obtenidas de 
tal modo será considerablemente menor que en el caso de funciones. 
aleatorias estacionarias puesto que los intervalos de mediación en 
las fórmulas (8.4.1) y (8.4.4) 27, y 27, deben ser por necesidad con- 
siderablemente menores que la longitud de realización 7 (cinco veces, 
por lo menos). Al determinar la esperanza matemática y la función 
correlativa de una función aleatoria estacionaria, como intervalo 
de mediación se toma prácticamente toda la longitud de realización. 
Por eso las esperanzas matemáticas y las funciones correlativas de 
funciones aleatorias no estacionarias deben determinarse, como regla, 
por varias realizaciones. 

Para determinar la esperanza matemática y la función correla- 
tiva de una función aleatoria no estacionaria por varias realizacio- 
nes de la misma, obtenidas experimentalmente, se recomienda emple- 
ar para cada realización el método de alisado expuesto anteriormento 
y tomar las medias aritméticas de los resultados referentes a distin- 
tas realizaciones. x 

Por el método de alisado de uno o varios pares de realizaciones 
de dos funciones aleatorias se determina de un modo semejante la 
función correlativa recíproca de las mismas. 

Subrayemos una vez más que el método-de alisado de una o varias 
realizaciones se puede utilizar para hallar las estimaciones de las 
esperanzas matemáticas y funciones correlativas de funciones alea- 
torias 'Solamente en el caso en que los intervalos de correlación de 
todas las funciones aleatorias anotadas son pequeños en comparación 
con la longitud de cada realización obtenida. Sobre el cumplimiento 
de esta condición se puede juzgar por el carácter de las realizaciones 
obtenidas. Si todas las realizaciones anotadas de las funciones alea- 
torias son visiblemente oscilaciones caóticas, se puede considerar 
que el «carácter aleatorio» de las funciones «se ha manifestado bastan- 
te bien» y para hallar las esperanzas matemáticas y las funciones 
correlativas recíprocas se puede emplear el método de alisado de las 
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realizaciones expuesto anteriormente. Con ello, cuanto más osci 
laciones caóticas efectúen las funciones anotadas en el intervalo 
de anotación tanto menor número de realizaciones será necesario. 
Para las funciones aleatorias con esperanzas matemáticas y disper- 
siones lentamente variables, las cuales se pueden considerar próxi- 
mas a las estacionarias (el caso de una no estacionaridad débil), se 
puede limitarse a una realización lo suficientemente larga. 

Pero si la longitud de las realizaciones anotadas es comparable 
con el intervalo de correlación de la función aleatoria, por ejemplo, 
si todas las realizaciones anotadas representan curvas suaves, enton- 
ces es en principio imposible hallar las estimaciones convenientes 
de las esperanzas matemáticas y las funciones correlativas y corre- 
lativas recíprocas sirviéndose del método de alisado de las realiza- 
ciones. En semejantes casos el único procedimiento posible de deter- 
minación de las estimaciones de las esperanzas matemáticas y de 
las funciones correlativas y correlativas recíprocas consiste en tomar 
un número suficientemente grande de realizaciones (del orden de 
100) y, examinando los valores de las funciones aleatorias para dife- 
rentes valores del argumento como magnitudes torias, emplear 
las fórmulas del $ 8.2 para el cálculo de las estimaciones de sus espe- 
ranzas matemáticas, dispersiones y momentos de correlación. Este 
procedimiento es, desde luego, absolutamente general y puede ser 
utilizado en todos los casos. Sin embargo, siempre exige un gran 
número de realizaciones para obtener una precisión satisfactoria 
de las estimaciones de las esperanzas matemáticas y funciones corre- 
lativas. Además, si la longitud de las realizaciones anotadas es gran- 
de en comparación con el intervalo de correlación, este procedimiento 
no es racional puesto que no utiliza toda la información comprendida 
en los resultados de los experimentos. Por eso, si el intervalo de 
correlación de la función aleatoria es pequeño en comparación con 
la longitud de las realizaciones obtenidas como resultado de las 
pruebas, para la determinación de las esperanzas matemáticas y de 
las funciones correlativas se recomienda emplear el método expuesto 
más arriba de alisado de una o varias realizaciones. 
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1. Algunas integrales determinadas 
de las Probabilidades hay que 


Al dedurir ciertas fórmulas de la Tenri 
aplicar la fórmula 


» - E 
$ ¿nio y VE a 


válida para cualquier valor real de A >> 0 y para cualquier y complejo. En par- 
Heular cuando 9 — O, In fórmula (i) toma la forma A 


fi emay YE e) 
Para deducir la fórmula (1), pongamos 


Im | At a, e 


Derivando esta fórmula con respecto al parámetro y e integrando por partes, 
obtendremos 


e dea 


a 
-m 


r= j tant- q 


+ $ MEMO f ¿MIA ge 


o bien 
r m= 0. w 


Esta fórmula puede ser considerada como la ecuación diferencial que determina 
lo integral 7 (n). Para doterminas por completo la integral Z (n), ahora es suli- 
ciente hallar su valor para un valor cualquiera de n. Lo más sencillo es calcular 


el valor de esta integral para y =0, es decir, la integral (2): 


m= $ tar (5 
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Puesto que esta integral no depende de cómo está designola la variable de 
integración, se puede escribir también 


10= $ en ds, (6) 
Multiplicando miembro a miembro las fórmulas (5) y (6), obtendremos 
no Jetta | Pan 


z í dos rta YY eo as 


De uste modo, hemos reducido el problema al cálculo de la integral doble. 
Esta intogral' se caleula fácilmente en las coordenadas polares. Poniendo 


ht=reosp,  hs=rsengp 


y tomando on consideración quo el jacobiano de esta transformación es igual 
ara 


ð de 1 1 
ar F E r aa E. 
öt ös r r BE a 
> w| [2p e 
obtendremos 
2 w 


no-t j dp i rr e 


de donde se deduco precisamente la fórmula (2). 


La integral de la ecuación (8), igual a Ye para y == 0, se oxpresa por la 
fórmula 
EA 
1 m=YE m, 
Esto es fácil comprobar por la sustitución directa. Así, pues, la fórmula (1) 


quoda demostrada, 
De (1) se deducen fácilmente las fórmulas 


ji PIO (k=, 2, m 
aa AV 1,2 ®© 
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Para deducir estas fórmulas, derivemos la fórmula (8) con respecto al pará- 
metro y. Como resultado obtendremos 


Ir(m= | PO e 4,2, ..) 


Poniendo aquí y = 0, tendremos 


10 (0)= f meds (r=, 2, de (9) 
Así pues, todas las integrales que nos interesan son los valoros de derivadas de 
la integral 7 py para y = 0. La primera derivada de la integral Z (n) se deter- 


mina por la fórmula (4). Para determinar las derivadas de órdenes superiores 
de la integral 7 (n), derivamos la fórmula (4). Entonces obtendremos 


P= H (10) 


y en general 


Le-a (9) ID o). an 


Para demostrar esta fórmula, es suficiente utilizar el método de inducción 
matemática. Suponiendo que esta fórmula os válida para cierto valor de r, 


domostromos que es válida también para r + 1. Derivando la fórmula (11), 
obtenemos 


100 pei teo Mee KD (MR 100 (me TOD (1) + 100 (m) 
lo que era necesario domostrar. Así pues, puesto que la fórmula (11) es válida 


para r = 2 [la fórmula (10)}, ésta es válida para cualquier r. 
Suponiendo en (11) que y = 0, obtendromos 


(12) 


Y , los zas de todas las 
al ¡ara 1] = 0 son iguales a coro, 
Ea lean la está clara Sin demostra- 


Pero de (4) se deriva que /” (0) = O. Por consigui 
derivadas de órdenes impares de 


lo que demuestra la fórmula (7). 


ción, puesto que la integral de una función impar en límites simétricos siempre 
es igual a cero. 
Poniendo en (12) sucesivamente r = 2, 4, 6, . . ., 2k, obtendremos 
€ 4 Av 3 p 
P O= 0). Y O= O, 
peia 
Jara o-i TAS (0), 
12% o- ran» (0). 


Multiplicando todas estas igualdades entre sí y efectuando las simplificaciones 
correspondientes, obtendremos 


qomo 1035 sei 10). 
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Sustituyendo aquí la expresión (2) de la magnitud Z (0), obtendremos precisa- 
mente la fórmula (8). 

sa «Dado que la función subintegral en (5) es par, de (8) se deduce una fórmu- 
a más: 


Pesas AA a 


a3 


DAT 


Para la integral análoga con potencias impares tiene lugar la fórmula 


j athere MN di mm! 


El OS aa) 


Para deducir esta fórmula, observemos que para cualquier œ > O 


f teh de= 


(a> 0). (t5) 


En electo, 


era]. 


Derivando la fórmula (15) con respecto al parámetro, obtendremos 


Poniendo aquí œ = h?, obtendremos precisamente la fórmula (14). 

Con ayuda de las fórmulas (1) y (2) se puede calcular algunas otras integra- 
los determinadas que tenemos que aplicar en este libro. 

Demostremos que para cualquier valor real do t y para cualquier æ positivo 


e ANT dy r yee Š 
o uo 
Para deducir esta fórmula, observemos que para cualesquiera p y œ reales 
AS s 
nn] era. an 


En virtud de esta fórmula la integral en (16) puede ser sustituida por la inte- 
gral doble: 


= J tap a 


Jo 5 
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Cambiando el orden de integración, obtendremos 


A N 
ipfe cl Ka 1 Jp, (18) 
o è rA 
Foro conforme a la fórmula (1) 
a a A 
j a Y/ Té ES 


Sustituyendo esta expresión en (18), tendremos 


A E 
¡5 va Je 


Aumentando el exponente hasta que se obtenga el cuadrado completo, obten- 
remos 


Mogomos ahora la sustitución de las variables 


=a Vi EL. 20 


Al variar Vz desde 0 hasta oo, la ble £ cambia monótor pto desde — oo 

hasta œ. Por lo tanto, la ecuación (20) tiene 
una sola solución positiva con respecto a Vz (en 
la figura dada se muestra t on función de V3). Esta 
solución se dotermina por la fórmula 


Vi (+ VE FET. 


De aquí hallamos 
de 


+ (+7): en 


Sustituyendo las expresiones (20) y (21) en (19) y teniendo en cuenta que £ = 
para z = 0 y £ = œ para z = co, tendremos 


Fig. SA. 


Lo e e 


De aquí, tomando en consideración que la integral de una función impar en 
imita simétricos es igual a cero y aplicando la fórmula (2) para k= 1, ob- 
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tendremos 


quo es lo que demuestra a la fórmula (16). ' 
m Do la Fórmula (40), derivando con respecto al parámetro y, se obtiono la 
rmula 


int ineat 
pehta fine para 1> 0. sl 
Ae (ar fin cd dd 


En virtud de la fórmula conocida de Euler, la fórmula (10) puedo ser escrita 
en la forma 
Ç cos pr+Eson ut E 
Apm wage r 
De aquí, toniendo en cuenta que en limites simétricos la integral de una función 


impar es igual a cero y la integral de una función par es igual o la. integral 
dobircada de 0 a ess dbtamrarzos Ea s 


Í 
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2. Tabla de los valores de la función de Laplace 


fa 
va l : 

u | ow) f u | ow f u | Dw | u | 0(u) 

00 0,36 | 0,1406 | 0,72 1,08 

„o 0,37 | 0,1443 | 0,73 1,09 

,02 0,38 | 0,1480 | 0,74 1,10 

,03 0,39 | 0,1517 | 0,75 1,4 

,04 0,40 | 0,1554 | 0,76 1,12 

,05 0,41 | 0,1501 | 0,77 1,13 

06 0,42 | 0,1628 | 0,78 1,14 

„07 0,43 | 0,1684 | 0,79 4,15 

,08 0,44 | 0,1700 | 0,80 1,18 

,09 0,45 | 0,1735 | 0,81 4,17 

10 0,46 | 0,1772 | 0,82 1,18 

14 0,47 | 0,1808 | 0,83 1,19 

„12 0,48 | 0,1844 | 0,84 1,20 

113 0,49 | 0,1879 | 0,85 1,24 

14 0,50 | 0,1915 [ 0,86 1,22 | 0,3888 
,15 0,51 | 0,1950 | 0,87 1,23 | 0,3907 
16 0,52 | 0,1985 | 0,88 1,24 | 0,3925 
„17 0,53 | 0,2019 | 0,89 1,25 | 0,3044 
18 0,54 | 0,2054 || 0,90 1,26 | 0,3982 
, 19 0,55 | 0,2088 | 0,91 1,27 | 0,3980 
,20 0,56 | 0,2123 | 0,92 1,28 | 0,3997 
,24 0,57 | 0,2157 | 0,93 1,29 | 0,4015 
22 0,58 | 0,2190 f 0,94 1,30 | 0,4032 
,28 0,59 | 0,2224 [ 0,95 | 0 1,31 | 0,4049 
24 0,60 | 0,2257 | 0,96 | O 1,32 | 0,4066 
+25 0,61 | 0,2201 [| 0,97 | 0, 1,33 | 0,4082 
,26 0,62 | 0,2324 | 0,98 | 0, 1,34 | 0,4099 
,27 0,63 | 0,2357 | 0,9 | o, 1,35 | 0,4115 
,28 0,64 | 0,2389 f 1,00 | 0, 1,36 | 0,4131 
,29 0,65 | 0,2422 | 1,01 | 0,3487 [ 1,87 | 0,4147 
,30 0,66 | 0,2454 | 1,02 | 0,3461 | 1,88 | 0,4162 
+31 0,67 | 0,2488 | 1,05 | 0,3485 | 1,39 | 0,4177 
,32 0,68 | 0,2517 | 1,04 | 0,3508 [ 1,40 | 0,4192 
,33 0,69 | 0,2549 | 1,05 | 0,3531 | 1,41 | 0,4207 
,34 0,70 | 0,2580 || 1,06 | 0,3554 | 4,42 | 0,4222 
35 0,71 | 0,2611 || 1,07 | 0,3577 | 1,43 | 0,423 


POPPOPSSPSLSPIRSOSSSSOISO 
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2388328788 


Continuación 
u | 0) u | Oiu) u D (u) 
4,73 | 0,4582 | 2,04 | 0,4793 f 2,60 | 0,4953 
1,74 | 0,4591 [| 2,06 | 0,4803 | 2,62 [0,4956 
1,75 | 0,4599 [2,08 | 0,4812 || 2,64 [0,4959 
4,76 | 0,4608 [2,10 | 0,4821 | 2,66 0,4961 
1,77 | 0,4616 | 2,12 | 0,4830 | 2,68 [0,4963 
1,78 | 0,4625 | 2,14 | 0,4838 | 2,70 [0,4965 
1,79 | 0,4633 || 2,16 | 0,4846 [| 2,72 [0,4967 
1,80 | 0,4641 [| 2,18 | 0,4854 | 2,74 0,4969 
1,81 | 0,4849 | 2,20 | 0,4861” | 2,76 [0,4974 
1,82 | 0,4656 | 2,22 | 0,4868 || -2;78 |0,4013 
1,83 | 0,4664 | 2,24 | 0,4875 [| 2,80 |0,4974 
1,84 | 0,4671 | 2,26 | 0,4881 | 2,82 |0,4976 
1,85 | 0,4678 [ 2,28 | 0,4887 | 2,84 [0,4977 
1,86 | 0,4686 | 2,30 | 0,4803 | 2,80 [0,4979 
1,87 | 0,4693 | 2,32 | 0,4898 | 2,88 | 0,4880 
1,88 | 0,4699 || 2,34 | 0,4904 | 2,90 0,4081 
1,89 | 0,4708 | 2,36 | 0,4909 || 2,92 | 0,4982 
4,90 | 0,4713 [2,38 | 0,4913 | 2,94 (0,4984 
1,91 | 0,4719 | 2,40 | 0,4018 | 2,00 |0,4085 
4,92 | 0,4726 | 2,42 | 0,4922 || 2,98 | 0,4986 
4,93 | 0,4732 | 2,44 | 0,4927 | 8,00 |0,49805 
1,94 | 0,4738 | 2,46 | 0,4931 f 3,20 |0,49931 
1,95 | 0,4744 | 2,8 | 0,4934 | 3,40 |0,49966 
1,96 | 0,4750 | 2,50 | 0,4938 | 3,60 |0,400841 
1,97 | 0,4756 (2,52 | 0,4941 [ 3,80 (0,499928 
1,98 | 0,4761 | 2,54 | 0,4945 [| 4,00 [0,499968 
Y 0,4767 | 2,56 | 0,4948 | 4,50 |0,499997 
2,00 | 0,4772 | 2,58 | 0,4951 | 5,00 |0,49999997 
2,02 | 0,4783 


A muestros lectores: 


«MIR» edita Jibros soviéticos traducidos al espa 
ñol, inglés, francés y úrabe. Entre ellos figuran las 
mejores obras las distintas ramas de la ciencia y 


bién se incluyen mono- 
científica y oi 


gralias, libros de divalg 
ción, 
Diri 


Libros que serán publicados por la Editorial «Mir» 
en 1973 


GUELFAND 1., GLAGOLEVA E., KIRILOV A 
MÉTODO DE COORDENADAS 
Es un libro de Israil Guelfand, doctor en jit fisico- 


Balamátiosh E proto de la Universidad de Mosci 
lidato a doctor en ciencias físico-nm 


urosa: 
una 


En cada una de las partes del libro so dan tareas y proguntas 
a resolver por el lector, Ès un libro de matemáticas para los esco- 
Jaros del tercer año de Jas escuelas especíales de matemáticas y no 
exige conocimientos especiales quo no estén incluidos en el pro- 
grama escolar, 

Todo el que se interese en las matemáticas, leerá esto libro con 
satisfacción. 


ROZANOV YU. 
PROCESOS ALEATORIOS 


En el libro de Yu. Rózanov, doctor en ciencias fisicomatom: 
ticas, se estudian la teoría do las probabilidades y los procesos 
aleatorios. En el mismo se exponen las nociones fundamentales y 
los métodos do la teoría de las probabilidades moderna, en mode- 
los sencillos se analizan las propiedades más características de los 
procesos aleatorios de distintos tipos, so examinan los problemas 
teóricos de las probabilidades que son motivo de cierto interés 
para diferontes fines, 

Durante la exposición del material se emplean, generalmente, 
«métodos directos de las probabilidades», lo cual contribuye al 
desarrollo do la intuición sobre este particular, de mucha impor- 
tancia on la resolución do los problemas teóricos de esto tipo. Gra- 
cias a ésto, el libro do Yu. Rózanov se destaca entre otros manua- 
les por la tooría do los procesos aleatorios. Además, los primeros 
capitulos del libro contienen las nociones indispensables de la 
tenría de las probabilidades, por cso no se exigo de los lectores un 
conocimiento previo do otros manuales ni una preparación mate- 
mática general. 

Es indudable que esto libro está destinado a aquellos que por 
voz primera estudian la teoría do las probabilidades y los procesos 
aleatorios. Sin lugar a dudas, será acogido con gran interés por 
los especialistas, sobre todo, por los profesores de estas discipli- 
nas en los centros de enseñanza técnica superior, 

Ante todo, esto libro se recomienda a los estudiantes de las 
espocialidades fisicomatemáticas y técnicos de los centros de ense- 
fianza superior, así como a los especialistas que se interesan por 
la aplicación do la teoría do los procesos aleatorios. 


1. SUVOROV 
MATEMATICAS SUPERIORES 


Este libro se debe al doctor en ciencias: fisicomatemáticas- 
IOROFEI SUVOROV. Esta obra comprendoel estudio. do Jas siguien= 
tes partes do las matemáticas superiores: geometría analítica, 
cn el plano y en el espacio, cálculo diferencial o Integral, con? 
ceptos fundamentales del añálisis matemático, series, conceptos 
sobre líneas planas y alabeadas, diferenciación e integración 
do funciones de varios argumentos y ecuaciones diferenciales. 
Aquí también so incluyen problemas y ojemplos con sus resolncio- 
nos y algunas indicaciones de tipo metódico. El libro está ilus- 


trado con esquemas geométricos que facilitan la comprensión del 
material ran los métodos para la solución de los problemas. 
Es libro texto para los centros de enseñanza técnica superior 


y media. Su principal mérito es la forma clara y concisa en que 
še expone el material. En ruso so han publicado cinco ediciones 
de este libro. 


En 1974 La Editorial «Mir» Publicara: 
AMURMAN V. 


LA TEORIA DE LAS PROBABILIDADES 
Y LA ESTADISTICA MATEMATICA 


Esto tratado ha sido escrito de conformidad con el nuevo 
curso de la tuoría de las probabilidades y de la estadística mate- 
mática. El material de bra se presenta en tres partes funda- 
mentales: las dos primer: ican a la teoría de las probabili- 
dades y la último a matemática. En este manual 
estudian los temas siguientes: probabilidad de las hipótesis; 
fórmulas de Bayes; distribución de Poisson; nociones de ostadis- 
tica mosina Y noción do correlación. 

La cuarta edición de este libro contiene algunos capítulos 
nuevos: distribución exponencial, verificación de las hipótesis 
ostadísticas y análisis dispersional unil 

En el libro se presta gran atención 
cos de elaboración de los datos oxpcrimentales, las tablas qi 
so vxponen para los cálculos son muy cómodas. Cada capítulo 
tiene problemas y sus respuestas que han sido clegidos adecuada- 
mente. Además, todo capítulo va acompañado de análi de las 
soluciones de los problemas del mater correspondiente. 

Esta obra contieno 17 capitulos, varias tablas de números, 
22 figuras y un gran número do ejemplos teóricos y técnicos. so 
recomienda para los estudiantes de las facultados ingeniero- 
técnicas y económicas. 


